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Sur  les  équations  de  l'Hydrodynamique  et  la   théorie 
des   tourbillons  ; 

Par   M.   P.  APPELL. 


i.  On  sait  que  la  théorie  des  mouvements  tourbillonnaires  repose 
sur  un  théorème  énoncé  par  Helmholtz.  Des  démonstrations  nouvelles 
de  ce  théorème  fondamental  ont  été  données  par  M.  Kirchhoff,  par 
Sir  Y\  .  Thomson  et  par  M.  Poincaré. 

M.  Maurice  Lévy  a  remarqué  (')  que  des  équations  qui  renferment 
tous  les  éléments  de  la  théorie  des  tourbillons  et  qui  sont  analogues, 
parfois  même  identiques,  à  celles  de  Kirchhoff  se  trouvent  dans  un 
Mémoire  de  Cauchy,  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris 
en  i8i5  et  imprimé  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers  en  1827; 
cl1  Mémoire,  intitulé  :  Théorie  de  la  propagation  des  ondes  ci  la  sur- 
face d'un  fluide  pesant  d'une  profondeur  indéfinie  est  reproduit 

(  '  )  Voyez  un  important  article  de  M.  Maurice  Lévy  :  L' Hydrodynamique  mo- 
derne et  l'hypothèse  des  actions  à  dislance  {Revue  générale  des  Sciences  pures 
et  appliquées,  i5  décembre  1890). 

Voyez  également  un  excellent  Travail  historique  de  M.  Brillouin,  publié  dans 
les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse  en  i885. 


dans  le  premier  Volume  (ire  série)  des  Œuvres  complètes  de  Cauchy, 
imprimé  riiez  Gauthier- Villars  en  18,82,  et  les  équations  dont  il  est 
question  se  trouvent  dans  la  deuxième  Partie,  section  première. 

Kn  me  plaçant  surtout  au  point  de  vue  de  l'enseignement,  je  me 
propose  d'indiquer  une  interprétation  simple  et  immédiate  des  équa- 
tions de  Cauchy,  donnant  les  théorèmes  fondamentaux  de  la  théorie 
des  tourbillons  el  conduisant  en  même  temps  aux  équations  de  \\  eber. 

2.  Imaginons  un  fluide  soumis  à  des  forces  dérivant  d'un  potentiel 
el  donl  la  d  msité  esl  fonction  de  la  pression. 

(  lauchj  suppose  la  densité  constante;  mais,  et  c'est  là  une  remarque 
qui  a  déjà  été  faite  souvent,  son  calcul  s'applique  identiquement  au 
cas  plus  général  où  la  densité  est  fonction  de  la  pression. 

Pour  bien  préciser  les  notations,  nous  reprendrons  ici  ce  calcul. 

Appelons  avec  Lagrange  a.  A,  c  les  coordonnées  d'une  molécule  du 
fluide  à  l'instant  initial  t  =  o,  et  tt0,  r0,  iv0  les  projections  de  la  vitesse 
initiale  de  cette  molécule  sur  les  axes;  appelons  de  même  x,  y,  z  les 
coordonnées  de  celte  molécule  à  l'instant  /  et  ;/,  r.  w  les  projections 
de  sa  vitesse;  supposons  enfin  que  les  forces  agissant  sur  le  fluide 
dérivent  d'un  potentiel  U. 

Les  coordonnées  x,  r,  z  d'une  molécule  au  temps  /sont  évidemment 
des  fonctions  des  coordonnées  initiales  a,  h,  c  île  cette  molécule  et  du 
temps 

x  —f  <  a,  b,  c,  t), 

y=ft(a,b,c,t), 

z=f2(a,b,c,t); 

en  mitre 

<)  >■  dy    ■  ^ dz 

Ht'  ~dï'  ~~  dt  ' 

de  sorte  que  u,  e,  w  sont  fonctions  des  mêmes  variables  c/,  />,  c,  l. 
Les  équations  du  mouvement  sont  alors 


.  dp  _  dU 

du 

;x  àx         dj: 

dt 

1   dp  _  dV 

àv 

dt 

1   dp    -    dL 

a  dz    ~    dz 

dt 
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p  désignanl  la  pression  <il  u,  la  densité.  Comme  \>.  esl  fonclion  de  p 
par  hypothèse,  on  peu!  poser 

el  écrire 

du   dii  àf  (}']/  àw         <?ii 

777        dû-'         àl  ~~  dy'  ~dt  ~  û~z  ' 

Dans  ces  équations,  ip  esl   regardé  comme  fonction  de  ,r,  y,  z,  l: 
mais  J-.  j'.  s  sont  fonctions  de  </,  A,  c,  /  :  on  a  donc 


<ty  _  ^j,  dr        <ty  <ty        <ty  dz 
da        d-r  da         dv  da         dz  da 


ou,  d'après  i  i  l, 


dfy  du  dv        dv  dy        àw  dz 

da         dt  da         dl  da         àt   da 


(3) 


On  trouve  de  même 

<)l  du  àx        dv  dy        dw  dz 

dl  ~  ~àî  db  +  dt  dl  +  dt  dl' 

Eliminant  '■]/  entre  ces  deux  équations  à  l'aide  de  la  relatioi 


d     <ty\    _    d_  (à\ 
db\da)  ~  da  \àb 


on  a  l'équation 


i'  d°  u  dx  t)2  u  dx  d1  v  dy  d-v  dy 
1  dt db  da  dt da  db  dt db  da  dt da  db 
»  ,)'h'    dz         à*-w   dz 


Si,  maintenant,  on  a  égard  aux  formules 


dx  dv  dz 

«=-j-,  p=-j-,  w=-—, 

<)t  àt  Ot 
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on  reconnaîl  sans  peine  que  le  premier  membre  de  (4)  est  la  dérivée 
partielle,  par  rapport  à  t,  de  la  quantité 

Ou  Ox        du  <)r        t>r  Ov  __  0v_  dy_    ,    dvv  Oz  _  <hv  Oc 
~0Ï>  ôa   _  ôa  ôb         db  Oa         da  Ob  "*"  Ob   Oa         Oa  Ob 

Cette  quantité  est  clone  indépendante  du  temps  /  :  elle  est  égale, 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  à  sa  valeur  initiale;  or,  à 
l'époque  /  =  o.  on  a 


h  =  u0. 


y  =  b, 


et,  par  suite,  toujours  pour  t  =  o, 


O.r  O.r  à  r  Ov 

Oa  db  Oa  Ob 

la  valeur  initiale  de  la  quantité  considérée  est  donc 

0u0  _  dvo 
Ob         Oa  ' 

On  en  conclut  l'équation 

,  ~.    Ou  Ox        Ou  Or        dv  Or  àj^  dy        àw  àp^  _  àa>  as  ^i»  àvt 

'  '  '    IL  Oa   ~~  Oa  Ob  +  db  ôa  ~  ôa  Ob         Ob   Oa         Oa  Ob  ~    Ob  Oa 

et  deux  équations  analogues  obtenues  en  permutant  «,  h,  c;  x, y,  z; 
II.  v,  w. 

Telles  sont  les  trois  relations  établies  par  Cauchy  et  dénotées  (i5) 
dans  la  deuxième  Partie  de  son  Mémoire. 

3.   Voici  maintenant  l'interprétation  qu'on  peut  en  donner.  Consi- 
dérons I    xpression  différentielle 

(  (i  )  h  dx  +  p  dy  ■+-  <r  dz  —  (  u0  da  -+-  v0  db  -+-  w0  de  ), 

où  /<  >l  regardé  connue  une  constante,  et  x,  y,  z  comme  des  fonctions 
de  a,  h.  c,  /  correspondant  au  mouvement  du  fluide.  Les  équations 
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de  Cauchy  telles  que  (5)  signifient  que,  pour  chaque  valeur  de  /, 
l'expression  (6)  est  une  différentielle  totale  exacte 
En  effet,  /  étant  regardé  comme  une  constante,  on  a 

dx  =  -t—  da  -+-  -77  db  -\ — r-  de, 
i)n  db  de 

dy  =  -r-  da  -+-  ~  db  -+-  —  de, 
J         da  00  Oc 

dz  =  t-  rf«  +    rr  '//'  H — r  rfc. 
t/«  00  de 

L'expression  (6)  s'écrit  alors 

(/'■  Or  dz  \    »  /     «te  i'v  de  1    ,. 

r^ + v-à  +  ^^  -  "oj f/fl  +  r  ^  +  r^t +  wn  - p°  ;  ^> 

expression  de  la  forme 


dx         Oy  Oz 

Udc-  +  Vdc+Wdc  -w»)dc, 


A  da  +  Bdb  +  Crfc; 

et   les  relations  telles  que  (5)  signifient,  comme  on  le  vérifie  immé- 
diatement, 

dB  _  d\  OC  _  OU  ^  _  ^. 

da         Ob  Ob         Oc  Oc         Oa  ' 

la  quantité  considérée  est  donc  bien  une  différentielle  exacte  d'une 
fonction 

F  (a,  h.  c,  1 1 

et  l'on  a,  pendant  tout  le  mouvement, 

dx  Oy  Oz  i)\ 

: -5 \-v-f  ■+-  w u0  =  —, 

da  On  Oa  da 

dx  Oy  Oz  OV 

(7>  \  udb+vdb+wTb  -v»=oT>> 

f       Or  Ov  dz  01' 

\      de  de  de  de 

Journ.  de  Math.  (.">'  série),  tome  III.  —  Fasc.  I,  1897.  2 
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équations  que  l'on  peut  résumer  dans  l'équation  unique 

i  8  )         udx  i-  vdy  +  <\dz  —  (uada  -t-  v„db  +  w0dc)  =  d¥. 

,    '      .  .    .     .  .      , .  .    .      dF    dF    dF    ,  , 

D  après  ces  équations  (7),  les  trois  dérivées  j^,  ^>  ^-  s  annulenl 

pour  /  =  o,  car  u,  r,  w  prennent  alors  les  valeurs  uH,  t„,  w„  et  x,  y,  : 
1rs  valeurs  a,  b,  c.  Donc,  pour  t  —  o,  F  se  réduit  à  une  constante  indé- 
pendante de  o,  b,  c. 

i.  Dans  cette  manière  d'interpréter  le  calcul  de  Cauchy,  le  théo- 
rème de  Lagrange  sur  le  potentiel  des  vitesses  devient  évident.  Ce 
théorème  consiste  en  ce  que  si 

u0da  -t-  v0db  -+-  w0dc 

est  une  différentielle  totale  exacte  d' une  fonction  y(a,  b.  c), 

udx  -t-  vdy  -t-  wdz 

est  également  une  différentielle  exacte.  On  a  en  effet 

udx  +  vdy  +  wdz  =  u„da  +  v0db  +  w0dc  +  dF] 
si  donc 

u„da  -+-  v0db  +  up0«Jc  =  efo, 
on  a 

«c/.r  -I-  (•(/)'  -t-  wdz  =  e?(<p  +  F), 

et  le  théorème  de  Lagrange  est  démontré. 

■S.  Le  théorème  exprimé  par  l'identité  (8)  permet  d'établir  im- 
médiatement le  théorème  de  Helmhotlz  sous  la  forme  donnée  par  Sir 
W.  Thomson  et  adoptée  par  M.  Poincaré  dans  ses  Leçons  ('  ). 

Soient  C„  une  courbe  fermée  prise  dans  le  fluide  à  l'instant  /  =  o,  et 
C  la  courbe  fermée  suivant  laquelle  sont  disposées  à  l'instant  /  les 


I  '  1  Poincaré,  Leçons  sur  la  théorie  des  tourbillon* :  Carré,  1893. 
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molécules  qui  étaient  primitivement  sur  (  ]„.  <  )n  a,  quel  que  soit  /. 
9)  /  (udx  -+•  vdy  -\-  wdz)  =  f  (u0da-+-  vBdb  \-w9dc), 

la  première  intégrale  étant  prise  le  long  de  C  et  la  deuxième  le  long 
de  C0. 

En  effet,  d'après  l'identité  (8),  la  différence  des  deux  intégrales  <  9  1 

est 


/  dF(  a .  h.  c,  l), 

■  1 


c'est-à-dire  o,  puisque  la  courbe  C0  est  fennec.  Réciproquement,  en 
partant  de  celle  propriété,  on  remonte  immédiatement  à  l'identité  (8  ) 
et,  par  suite,  aux  équations  de  Cauchy.  Car,  si  la  différence 

j  (  udx  -f-  vdy  -+-  wdz)  —   j  (uada  -+-  v'9db  4-  w0dc) 

esl  nulle  ipiclle  (pie  soit  la  courbe  C0,  l'expression 

udx  —  vdy  —  wdz  —  {u,çda  —  vBdb  +  w0dc), 

considérée  comme  fonction  des  variables  indépendantes  a,  h,  c,  esl  une 
différentielle  totale  exacte. 

6.  Au  sujet  de  la  fonction  F  cjui  s'introduit  ainsi  dans  la  théorie  du 
mouvement  des  fluides,  nous  ferons  les  remarques  suivantes  : 

Soit  r„  un  arc  de  courbe  non  fermé,  d'extrémités  \l(l  el  M,,  pris 
dans  le  fluide  à  l'instanl  initial;  à  l'instant  /.  les  molécules,  primitive- 
ment situées  sur  ro,  se  trouvent  sur  une  courbe  V  d'extrémités  P0  et 
I',.  Appelons  a0,  60,  c0  el  a,,  b,,  c,  les  coordonnées  des  points  M„  el 
M,  ;  ./•„.  r„.  s0  el  x,,yt,  :,  celles  des  points  1  *,,  et  1',.  Évaluons  l'inté- 
grale 

r<p,i 
(10)  /      udx  4-  vdy  4-  wdz, 

■  i\ 

prise  sur  l'arc  T.  Les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  V  de  cel  are  sont 


| 2  P.     APPELL. 

fonctions  des  coordonnées  a,  6,  c  d'un  point  M  de  P0  et  de  /, 
!  x  =/  (a,  b,  c,  l), 

(  s  =ft(a,b,c,t). 

Quand  le  point  géométrique  M  décrit  Tare  T0  de  M„  en  M , ,  le  point  P 
décrit  r  de  P0  en  P(.  En  faisant,  dans  l'intégrale  (io),  le  changement 
de  variables  exprimé  par  les  formules  (i  i),  où  ta  une  valeur  constante, 
(m  trouve 


/      udx  -+-  vdy  +  wdz 

ou  encore,  d'après  les  relations  (7), 

/      udx  -+-  vdy  -+-  wdz  =  /      u0da  -+-  v0db  -+-  wtdc  ■+■  d¥, 

*MP„I  *Am„> 


cl  en  transposant 
.(Pi 


1      udx  -+-  vdy  -+-  wdz  —   /      undn  -+-  vadb  -+-  wQdc 

|P„)  •-  |M„| 

=   /      rfF  =  F(o,,  b„  c„  t)  —  F(a0,  b0,  p0,  t), 

■     H, 

relation  qui  pourrait  servir  à  définir  géométriquement  la  fonction  F, 
car  les  intégrales  du  premier  membre  ont  des  significations  simples. 

7.   Reprenons  les  équations  du  mouvement  (1)  et  les  relations  (  -  ) 

du  ôb 

dl         ôx 

dv  _  &\_ 
dt  ~  èy  ' 

(hv  Ôty 

~ôl  ~~  dz' 
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da 

,)v           dz                  àF 

V  -J 1-  W  -r-    =   «„  -+-    -7- 

i).r 
"  db  +  ' 

,;>■          as               dF 
'tb+wJb  ~v«  ^Jb 

dx 

dy           Oz                  OF 

niais  on  a 

dx                     d2.v 
~J7  ~~     '          dadt 

_  du 
da 

on  peut  donc  écrire 

où  ./',  r.  ;,  //,  r,  »r,  F  sont  des  fonctions  de  '/,  />,  c,  I:  "„.  r,,.  n„  des 
Ion,  lions  de  a,  &,  c;  'j*  une  fonction  de  x,  y,  z,  t. 

Différentions  la  première  équation  du  deuxième  groupe  par  rapport 
à  /;  il  vient 

Ou  dx        Jf  dv        àw  àz  à-x  à- y  <P :  O-i 

dl  dû  ^  dl  à~Fi  ^  ~dl  dit  +  U  dadt  +  P  da  àt  +  W  daTdt  ~  àâdï  ' 


du  _  àty 
dt         Ojc 


M   ,).r        dit  dy        0^  dz  du  dv  àvo         d2F 

dx  da  dy  du         dz  da  da  da  du         da  01 

La  première  ligne  de  cette  équation  est  identique  à  -p>  car  \  dépend 

de  '/.  /',  c  par  l'intermédiaire  de  x,y,  :  :  on  peut  donc  écrire  l'équa- 
tion 

o   [,        '       ■>         ■>  »\        àF'} 

*;[*  +  -«"■+•-+  "")-  d7j=°- 

<  )n  trouverait  de  même 

d  r.        i  ,   ,        ,         ..         dFl 

La  fonction  entre  crochets  est  donc  indépendante  de  a,  />.  c  et  ne 
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dépend  plus  que  de  /.  Donc 


d¥ 


,|  +  _(„-+P-  +  (r-)_   _=X(£). 

(  lomme  jusqu'ici  la  fonction  F  a  simplement  été  définie  par  la  con- 
dition que  ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  a,  b,  c  aient  des 
valeurs  données,  elle  n'est  déterminée  qu'à  une  fonction  de /prés  et  l'on 

peut  faire  rentrer   I  y(t)dt  dans  F;  on  a  donc  enfin 

i          i/o          •>           o\        à  F  (a,  b,  e,  /) 
,J,+  _(„-+r- +„,-)=___ , 

où  la  fonction  F  est  maintenant  complètement  déterminée  à  une  con- 
stante additive  près.  On  peut  convenir  de  déterminer  cette  constante 
de  façon  que  F  s'annule  avec  /,  car,  pour  /  =  o,  F  est  indépendant  de 
u .  h.  c  (  n"  3  ).  Ces  équations  reviennent  à  celles  de  Weber. 

8.  En  adoptant  les  notations  habituelles,  désignons  par  H,  yj,  '(  les 
projections  du  vecteur  tourbillon 


*l  = 

d(V 

de 

ày 

dz 

2  Y)  = 

du 
dz 

dx 

2'C  = 

dv 

dz 

du 

dy. 

où  //,  p,  w  sont  supposés  exprimés  en  fonctions  de x,  y,  z,  /.  Appelons 
en  outre  ij0,  Y]0)  C0  les  valeurs  de  \,  Y],  'C  à  l'instant  l  =  o, 


2;°—  1b    ~  le' 

2Y)°=  "de     ~  ~d1'' 

■°—  âa  Où' 
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Cauchj    établit   entre  ces  quantités  les  relations  suivantes  [équa- 
tions (16),  seconde  Partir] 


(12) 


1"' 

l).l      ;                        il    1                                   l)l      ., 

Ta  '"  +  db^o  T"  7h-  ^l" 

Dr, 

~  da  '-"^  db  "°^  de  -°' 

D{ 

dz   r             dz                   dz  ., 

~  da  ?0  +  db  r'"   '    de  -•' 

où  D  désigne  li'  déterminant 


dx 

dx 

dx 

da 

db 

de 

ày 
da 

ày 
db 

ày 

de 

dz 
da 

dz 

db 

dz 
de 

Ces  équations  de  Cauchy  permettent  de  vérifier  facilement  celte 
conséquence  du  théorème  de  Helmlioltz,  que  les  lignes  de  tourbillon 
se  conservent.  C'est  ce  qu'on  voit  en  employant  l'analyse  de  Kirchhoff 
dans  ses  Vorlesungen  ùber  mathemalische  Physik,  p.  167.  On 
appelle  lignes  de  tourbillon  les  lignes  qui,  à  l'instant  t,  admettent 
pour  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  le  vecteur  de  projections 
I  :.  r),  £).  Ces  lignes  ont  donc  pour  équations  différentielles 


I  T  ) 


dx         dv         d; 


A  L'instant  initial  l  =  o,  les  lignes  de  tourbillon  ont  pour  équatioi 
différentielles 


(T.) 


da 


db 


de 


Il  faut  montrer  que  les  molécules  qui,  à  l'instant  initial,  sont  sui 
une  ligne  de  tourbillon  T„,  sont  à  l'instant  /  sur  une  ligne  de  tourbil- 
lon T.  La  molécule  qui,  à  l'instant  t  =  o,  a  pour  coordonnées  a,  b,  c, 
possède  au  temps  /  les  coordonnées  x,  \  .  z  liées  à  a,  b,  c  par  les  rela- 
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lions  de  la  forme 

x=f(a,  b,  c,t), 

y —/•(«>  *i  ef  0» 

z=f2(a,b,c,t). 

Quand  le  point  géométrique  a,  b,  c  se  déplace  sur  ï0  de  da,  db,  de, 
le  point  x,  y,  z  subit  un  déplacement  géométrique  correspondant 

,  à.r    ,  d.r    ,,  dx    , 

dx  =  -—da  -+-  Tl- du  ■+-  -.-  de, 
da  du  de 

!  dy^^da+^db  +  d/dc, 

J         da  du  de 

dz  =  ~  da  -+-  3^  db  -+-  ■—  de. 

da  db  de 

Le  point  a,  b,  c  se  déplaçant  sur  T0,  da,  db,  de  vérifient  les  rela- 
tions (T„)  et  Ton  a,  en  appelant  X  un  facteur  de  proportionnalité, 

da  =  ~k%0,  db  =  ~hri0,  de  =  À'C0. 

Alors,  d'après  (12)  et  (i3), 

7  -\  /  àx  r  dx  d  x .,   \  \  r 

,  \  (dz  r  dz  dz  y   \  lr 

dZ  ~  k  \da~  ?°  +  W  r'«  +  Te  L-»  )  ~  D  s' 

relations  qui  montrent  que  dx,  dy,  dz  sont  proportionnels  à  \,  Y),  Z, 
c'est-à-dire  que  le  point  x,  y,  z  décrit  une  ligne  de  tourbillon  T. 

Le  même  fait  de  la  conservation  a  lieu  pour  les  lignes  définies  par  les 
équations  (T0)  et  (T)  en  prenant  pour  £0,  yj0,  '(„  des  fonctions  arbi- 
traires de  a,  b,  c,  pourvu  que  \,  y],  '(  soient  donnés  par  les  formules  (12) 
de  Caucby,  dans  lesquelles  D  est  un  facteur  quelconque  de  propor- 
tionnalité. 
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Mémoire  sur  les  équations  différentielles; 
Par  M.  DUPORT, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon. 


Introduction. 

Le  point  de  départ  de  mes  recherches  sur  les  (■quai ions  différen- 
tielles et  aux  dérivées  partielles  a  été  de  trouver  îles  expressions  pour 
les  fonctions  y  et  ;  d'une  variable  a;  satisfaisant  à  une  équation  de  la 
forme 

(1)  f(x,y,z,y',z')=o, 

l'ent'ermant  une  fonction  arbitraire  et  ses  dérivées. 

Ce  problème  est  fort  élégamment  résolu  dans  le  Mémoire  devenu 
classique  de  M.  Darboux  :  Sur  les  solutions  singulières  (1rs  <'-tju<i- 
lions  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  La  solution  en  est 
tirée  de  la  Géométrie.  Pour  traiter  la  même  question  analytiquement, 
j'ai  dû  tourner  la  question  et  substituer  par  l'introduction  d'une  nou- 
velle fonction  un  système  linéaire  à  l'équation  (i).  En  posant  par 
exemple  z'  =  u,  l'équation  (i)  peut  être  remplacée  par  le  système 

z'=  a. 

y  =  V(x,y,z,u), 

Journ.  de  Math.   (V   série),  tome  III.  —  F;i^<\  I.   1897.  •' 
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qui  es!  un  cas  particulier  du  système  différentiel 

A  dx  +  B  dy  -f-  Cf/:+  D  du  =  o, 
A'  dx  -+-  B'  dy  -hC'dz  -h  D' du  =  o, 

..-,  r.  ;.  u  étant  des  fonctions  d'une  variable  et  A,  B,  C,  D,  A',  B', 
C,  D'  des  fonctions  arbitraires  de  x,  y,  z,  //.  Ces  fonctions  x,  y,  z,  u 
peuvent  s'exprimer  au  moyen  d'une  variable  convenablement  eboisie, 
d'une  fonction  arbitraire  de  cette  variable  et  de  ses  dérivées  premières 
et  secondes.  Cette  question  a  fait  l'objet  d'un  Mémoire  que  j'ai  publié 
dans  la  Revue  bourguignonne  de  U  enseignement  supérieur,  t.  III, 
n°  3. 

J'ai  été  ainsi  conduit  à  l'étude  des  systèmes  formés  de  plusieurs 
équations  de  Pfaff,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépen- 
dantes. Cette  question  n'a  pas  encore  été  traitée  à  ma  connaissance. 
Le  seul  Mémoire  qui  s'en  rapproche  est  celui  de  M.  Darboux,  publié 
dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  -2e  série,  t.  VI,  sur  les 
formes  réduites  de  l'équation  de  Pfaff.  Dans  la  première  Partie  de  ce 
Mémoire,  l'étude  de  l'équation  de  Pfaff  est  faite  à  l'aide  d'une  identité 
remarquable  de  la  manière  la  plus  simple;  dans  la  seconde,  M.  Dar- 
boux considère  plusieurs  équations  de  Pfaff  et  obtient  des  fonctions 
des  coefficients  de  ces  équations  qui  sont  des  invariants  pour  un  chan- 
gement quelconque  de  variables. 

Je  me  suis,  au  contraire,  occupé  de  la  recherche  des  solutions  du 
système  formé  par  plusieurs  équations  de  Pfaff,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables  arbitraires.  Selon  ce  nombre,  tantôt  les  équa- 
tions obtenues  ne  possèdent  de  solutions  que  dans  des  cas  particuliers, 
tantôt  on  a  des  systèmes  de  solutions  renfermant  des  éléments  arbi- 
traires dépendant  d'un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  variables; 
mais  il  y  a  toujours  des  liens  très  étroits  entre  les  systèmes  déduits  des 
mêmes  é(['iations  de  Pfaff.  J'ai  mis  ces  résultats  en  lumière  dans  un 
second  Mémoire  publié  dans  la  Revue  bourguignonne  de  l'enseigne- 
ment supérieur,  t.  V,  n"  I,  où  j'ai  étudié  tous  les  systèmes  de  plusieurs 
équations  de  Pfaff  lorsque  le  nombre  total  des  variables  dépendantes 
cl  indépendantes  ne  dépasse  pas  cinq. 

Dans  le  Mémoire  actuel,  je  m'occupe  de  l'étude  de  deux  équations 
de  Pfaff  dans  le  cas  où  le  nombre  total  des  variables  est  de  six,  c'est- 
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à-dire  du  système 

2a,  dx:=  o  ) 

(1  =  1 6). 

1A,  //./•,  =  o   ) 

Je  donne  une  classification  complète  de  ions  1rs  cas  qui  peuvenl  se 
présenter  au  point  de  vue  de  l'intégration  des  sj  sternes  obtenus,  quel 
([ne  soit  le  nombre  des  variables  arbitraires.  J'\  ai  fait  le  plus  grand 
usage  du  Mémoire  précédemment  cité  de  M.  Darboux. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  des  variables  indépendantes  est  de  deux, 
on  a  alors  quatre  équations  renfermant  quatre  fonctions  incon- 
nue-. Ce  cas  est  de  beaucoup  le  plus  intéressant.  11  forme  une  transi- 
tion entre  les  équations  différentielles  du  premier  ordre  et  celles  du 
second  ordre.  Les  solutions  dépendent  de  deux  fonctions  arbitraires 
d'une  variable.  J'ai  notamment  trouvé  deux  cas  où  Ton  peut  obtenir, 
à  l'aide  de  l'intégration  d'équations  différentielles  à  une  seule  variable 
indépendante,  des  solutions  du  système  proposé  renfermant  une  fonc- 
tion arbitraire,  sans  que  l'on  puisse  obtenir  pour  cela  la  solution  géné- 
rale du  système.  Ces  cas  me  paraissent  nouveaux  et  de  nature  à 
intéresser  les  géomètres. 

Je  ne  puis  terminer  ce  résumé  rapide  sans  dire  cpie  les  transforma- 
tions que  je  fais,  les  méthodes  que  je  suis,  se  rapprochent  beaucoup 
de  celles  qui  ont  été  employées  par  M.  Sophus  Lie  dans  ses  beaux  tra- 
vaux sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ('). 


1.  Je  me  propose  d'étudier  dans  ce  Mémoire  les  deux  équations 
différentielles 

[  a.dx,  +  a,dx,  -+-  a.dx,  -+-  a.dx.  -t-  a.  dx  —  a.dx.  =  o. 
(i) 

(   l>,  dx{  -+-  b.2d.ï,  -+-  bsdx3  —  btdxf  4-  b ,//.<• .,  —  btdxe  =  o, 

les  quantités  a  et  h  étant  des  fonctions  quelconques  des  quantités  x. 

(  '  )  Les  résullats  démontrés  dans  ce  Mémoire  oui  été  publiés,  dès  i8o/>,  dans 
une  courte  Note  qui  a  paru  dans  la  Redite  bourguignonne  de  renseignement 
supérieur .  t.  V.  n°  2. 


Les  solutions  de  ces  équations,  quelque  soit  le  nombre  des  variables 
indépendantes,  résulteront  des  différentes  formes  auxquelles  on  peut 
réduire  ce  système. 

Je  \ais  énuaiérer  ees  formes.  Les  quantités  y ,, y2,  •■•,  >'c  seront 
des  fonctions  des  quantités  x  qui  peuvent  être  prises  pour  nouvelles 
variables;  les  quantités  c  désigneront  des  fonctions  de yn  y2,  . . .,  y„  ; 
H  et  K  deux  fonctions  dey,,  . . .,  y3.  Ces  formes  sont  les  suivantes  : 

I.  dy,  =  o,  dy2  =  o, 

II.  dy,  =  o,  dy3—ytdy2=o, 

III.  dyî—y3dy{  =  o,  dy3—yidy,  =  o, 
[V.  dya  —  y3dy,  =  o,  dy4—ysdy,=^o, 

V .  dy,  -  y3  dy,  =  o,  rf/i  —  H  d)'<  ~  K  ^  =  o, 

VI.  '/r,  =  o,  dyA—yidyi—yedy3  =  o, 

VII.  r/r,  -  y3  rf/,  =  o,  dy5  -  y,.  dyA  =  o, 

VIII.  (A-,.  —  y3  dy,  —  o,  c,  rfj,  +  c3  o?/,  +  c4  f/>%  -+-  c,  r/r5  =  o, 
l\.  ,/r:i  -  y,dy,  —  y5dy..  =  o,  c,dy,  -hc.,dy2-h  ckdyh  -+■  c^dy^  =  q. 

Je  désignerai  par 


des  fonctions  quelconques  des  quantités  x,  et  je  poserai 

dgi    _dg1_  a 
dxj  '     dxi  ~~.e'7> 

,-,.->  "+~  £/e*<  "+"  #*#«'./'  —  Sijkt 
bidju  —  bjakli-h  bkaUj  —  b,aljk  =  Lijkl, 
ciibjki—  ajbkii+  "/,/'/,,  —  atbijk=  Mijkh 

les  indices   /',    /',    A,    /   avant  les  valeurs  de  quatre  des  six   premiers 
nombres. 

'2.  Je  commencerai  par  ramener  dans  le  cas  général  le  système  (i) 
à  une  forme  plus  simple. 
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Posons  pour  cela  les  équations 

(2)  a  =  À,  -z h  A.,  -7-  -h  A3  -—  -f-  A,  -J-:  +  A5  -.  -  - 

(Il  -  dx  1/1  '   d.r  8  ,1  r 

/0N  7  rfFi  '/l'<  dF3  dF.  rfF, 

(J)  '>  =  p.,  -, h  (i.2  -j-=  -+-  Lt,  -3 1-  a,  -^  -H  UL5  -j-2- 

1    '   r/.r  '    "   ete  '    ''  dx  '    *   '/'■  '        '/' 

Soil  maintenanl 

.     rfF         .     d¥         .     rfF         .     dF         .     d\-         ,     ,/F 

A,    .  -  -+-  A., h  A3  -. 1-  A,  -, i-iï-i h  A0  -,—  =  <' 

'/',  '  rfa?s  ''',  '''',  '''.  ''••„ 

nue  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,   admettant 
comme  solutions  F,,  F2,  F3,  F,,  F5. 

On  aura  les  deux  relations 

<  i)  a,  A,  -+-  a., 1., -h  f/.-,A,  -+-  a,A.t  —  «,AS  -f-  «r,Ac  =  <>. 

(  5  )  /;,  A,  -+-  6» Aj  +  &3  A,  -t-  b,  A4  +  l>-,  A5  +  66A6  =  o. 

De  l'une  des  équations  (2)  Ton  tire 

da  ,     da  ,     da  .     da  ,     da  ,     da 

A,  -7-  +  A3  -y-  -+-  A,  -7-  -+-  A5  -y-  -4-  A 


'/.<■.,  C  rf.T, 


A,    ;      -H  A,-r f-  A3-, h  A, 

=  ^.)§+Aa,)S+A(X,)g+A(X.)S+A(X,)g 

-M(S)+v(S)+».*(S)+M(g)+M(S)- 

On  a 

—  \— A     rf'F      :   A.    rf'"F      l   A.     rfiF      1  A.    rfiF      1  A     d—  rf'F 

rf#  '  'dxdxi~T~     *dxdxt  3  dx  dx3  idxdxi  s  dx  dxs  °  dx  dx, 

£A,  rfF         <foa  rfF         rfA3  rfF    __  o^  rfF    _  (Av5  (/F         rfAe  rfF 

7/j-  ete,         cte  ctej         »/./•  f/'j         dx  dxk         dx  dxs        dx  dxe' 

(  )n  aura  donc 

M(S)+^(g)+X,.(-.)+M(§)+M(t) 

tfA.  tfA,  rfA3  rfA,  <ll-  ,/±, 

=  —  a.  -j a.,  -j—  —  a3  -. aK  —. a  t  -.    —  a.  -^ 

dx  '  dx  dx  dx  dx  dx 

—  a  r/a<  _i_  \  'hii  j_  \  cLii  _i_  \  *?*  _i_  \  ^  _i_  \  '/"" 

—  ■i|  Z?     •       -  rfar   "•"  -13  r/.r   +  a*  dx  +  ■is  f/.r   +  J"  ,7,  ' 
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en  vertu  de  l'équation  (4).  Donc  on  aura  finalement  l'équation 

A,  an  4-  Aor/,.,  4-  A:,«/,  4-  A, a,.,  4-  A5a,-5  4-  A,a,, 
(6)  !  4(X.)*+4(».)S 

|  +*(X.)S+4(>.)g+4(>.)S. 


où  /prend  les  valeurs  successives  i,  o. G. 

On  aura  de  même 

A ,  \>, ,  -+-  A,  />,,,  -f-  A3  6/3  4-  A,,,  6t .,  4-  A5  &/s  4-  A,;  bit 

(7)  =    aW^+aO*)^ 

où  j  prend  également  les  valeurs  successives  i,  2,  . . .,  G. 

Désignons  par  X  et  u.  deux  nouvelles  fonctions  inconnues  et  cher- 
chons à  déterminer  les  fonctions  X,  (j.,  F,,  F2,  F3,  F4,  Fs,  X,,  X,,  X ,. 
X4,  X5,  [A,,  fjL2,  (jl,,  pi,4,  (jls  de  façon  à  satisfaire  aux  équations  (2),  (3) 

et  à 

A(XX,  4-  p-p.,)  =  0, 

A(XX24-  \t-\t-2  )  =  o, 
{  A(XXs+(t[t,)  =  o, 

A(XX4  4-  ut-|0  =  o, 
A(XX54-  |A[i.5)  =  o. 

Ces  équations  s'écrivent 

X,A(X)  4-  (A(A([j(.)  4-  XA(X,)  4-  (AA(f/.,)  =  o, 
X2A(X  )  4-  [AjA((a)  4-  XA(Xj)  4-  [jt.À(  \j-,  )  =  o, 
X,A(X)  4-  u.3A(li.)  4-  XA(X,)  4-  [aA([x3)  =  o, 
X4A(X)  4-  |A4A([i.)  4-  XA(X4)  4-  [Jt.A([iL4)  =  o, 
X,A(X)  4-  jasA([x')h-XA(Xs)  4-  [aA((jl5  )  =  0. 
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Multiplions  la  première  par  -j— -,  la  seconde  par  -r-î»  •••>  la  cin- 
1  '  '       '/'•,  l       (/.i, 

rfF 
quieme  par  -r—  et  ajoutons.  <  )n  aura 


(9) 


a,A(X)  +  6/A(  a)  -t-X^.a,-,  -+-  A, au -h  A3ai3 

+  A<a/4-f-  Asais  +  Aea,6  i 
I    p(Â,  &(-, +  &,&/,  + A,  &„ 

4- A.  />,,  +  ^^,3  +■  A<;  A,G  ) 


où  /  prend  les  valeurs  successives  i ,  2,  .. .,  6.  Joignons-y  les  équation 
(4),  (5)  et  écrivons-les  toutes.  <  >n  aura  le  système  suivant 

</,A[  '/.  )  -f-  A,  Ai  u.  )  -+-  A,(  XaH  -+-  a  A,,  )  -+-. ..  +  A6(Xal(I  -t-  ahlt.  )  = 


.+  A,;(  A<7,„  +  [/.£„„)  =  o. 
■  +A0a0  =o, 


,,  ,    .   ct0A(X)  -)-  £>„A((Jt.)  -f-  A,(Xa8,       a /',;l) -t- . 
A ,  a ,  -+- . 

A,  A,  -h. 


Considérons  ces  équations  comme  des  équations  homogènes  dans 
1rs  quantités  A,,  A,,  ...  A0,  A(  X  ),  A(  a)  ;  on  aura,  par  élimination,  l< 
déterminant  suivant  : 


MM 


a  a,  »  +  a  A 


Xa ,,  -    a  A  . . 


",  —  a, 

h,  h.. 


Xa,,  +  a/'li;      a,      />, 
Xa,,  —  u.6.,0      a.,      A.. 


O  o 

()         o 


qui  est  symétrique  gauche  d'ordre  pair.  Il  est  donc  carré  parfait  el  il 
est  aisé  de  voir  qu'il  est  le  carré  parfait  d'une  fonction  homogène  el 

ilu  second  deeré  en  X  el  u,.  Soit  -1  une  valeur  du  rapport  -  satisfaisant 
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à  l'équation  (i  i),  on  en  aura  toujours  au  moins  une.  On  aura 

j  X  =  \k,         A(X)=X4A(A)  +  *A(X,)> 
!   u.  =  a,  A-,  A(jjl)  =  [a,  A(/f)  -4-  /,A(  <x,  ). 

T.es  équations  (10)  se  réduisent  à  six  distinctes  au  plus,  car  on  sail 
que,  quand  un  déterminant  symétrique  gauche  d'ordre  pair  est  nul,  il 
en  esl  de  même  de  tous  ses  mineurs  du  premier  ordre.  On  pourra  donc 
toujours  satisfaire  aux  équations  (10)  par  des  formules  de  la  forme, 
y.  cl  [ï  désignant  deux  arbitraires, 

A,      =A,a  +  B)p, 
A2      =A2a  +  B2(ï, 


(i3)  (A6      =  A„a  +  B0(3, 


A(|X) 


,     =A'a  +  ir 


Posons 


.     rfF         .     c/F         .     rfF         .     dV         .     dV         .     dV         .      .,. 

A<^+A^  +  A'^+A^  +  A^+A°^=A'(F)> 

n      ''l'  r>     ^F  r>     ''F  r>     ''F  n     rfE  r>     ^F  .     /i->\ 

B«  ^  +  B^  +  B^3  +  B^  +  B^  +  B°^  =  A'(F>' 
■t  les  deux  dernières  équations  (12)  deviennent 

[a,  M*>  +  A,(X()  -  A]  a+  [X,^  -t-  Aa(X.)  -  B  "|  (3  =  ... 


M*) 


/.       ■  A 


(  jjl,  )  -  A']  a  -f-  |  [x,  ^  4-  A,(  a,  )  -  B']  j3  =  o. 


<  )n  en  tire,  en  multipliant  la  première  par  [jl, ,  la  seconde  par  A,,  et 
retranchant, 

|  a,  A,  (A,  )  —  A,  A,  (pi,  )  +  A' A,  —  A  u.,  |  7. 
+  |  li,  A2(  A,  )  —  X,  A,(fJl.,)  +  B'  A,  —  B[A(]p=  O, 

qui  donne  toujours  une  valeur  pour  le  rapport  de  a  à  [il. 
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<  >n  a  ensuite  k  par  une  équation  <le  la  forme 

.      ,lk  p     f//.  , -,     r//.  p     r//.  . ,     <//,  .  ,     <-//.    .  . 

1    l/.c,  '-,/>■,  '</':.  ''il''.  '  '  il  i  ['ili'„ 

<  )n  peut  aussi  diriger  de  la  manière  suivante  la  résolution  des  équa- 
tions (io)  maintenant  que  l'on  sait  que  ce  système  est  possible. 

En  vertu  de  l'équation  (  {  )  on  a,  u  riant  une  fonction  quelconque 

e/,Ai  ii  )  -~   u\  A,  a,-,  -+-  A2alS  4-  A:i(7,,,  -+-  A,  a,.  —  l,a, ,  4-  A(  -/,,.  | 
•    =  A,  (ai/)n  +  A,<  a«),-2  -+-. . .+  A„(  au  |/6, 

el  les  équations  (io)  peuvent,  en  tenant  compte  de  cette  équation  et 
de  i  i  2  ),  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

(a,X,  —  A,  [/.,  )  -J-  -+-  A,(r//.,  —  Au,  ),,  -(-...-(-  A„(  a  /.,  —  /m,  )l6  =  o, 


M|)        (fflGX,  -+-  bB[L,)-r-  -t-  A,(aX,  -+-  6[A,)6I  -t-. . .+  A6(aX,    :    &f/.,)cc  =  o, 

I  A,c/,  -+-...+  A,,'/,  o, 

A,  A,  -i- . . .  +  A,; /'„  =o; 

ces  équations  en  A,.  A. -r  seront  compatibles  et   fourniront  au 

moins  un  système  de  valeurs  proportionnelles,  soit 

A,    A,  A,    _  _    A,;    _    A/. 

c; —  c; —  c,  c;  ~~  ht 

d'où 


,11.         ,.    ,11.         ,.    ,11.  ,    dk  ,    dh         p    rfX- 

il  r  .  ,/.,:  ,lr  .  ,lrti 


'  i  ■">  i      C,  t-    ■+  C.T-  +  C,™    -<••.',"'    -<•,',"-    -(-„',"L       CÂl. 


En  prenant  pour  Fn  F2 I\,  cinq  solutions  distinctes  de  l'équa- 
tion 

, .    rfF         .,    d¥  „    dV         ,-.    f/F         .,    ,IY         n    ,1V 
il  i              -  il , ,  il '' ,  il '  .  il'' .  il >'.. 
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ei  pour  A  une  solution  de  l'équation  (i5),  les  si\  premières  équa- 
tions (ioi  fournissent  les  équations  (8).  En  vertu  «les  deux  dernières 
équations  (10),  les  équations  (2)  et  (3)  fournissent  des  valeurs  pour 

>-,.    X2 h,    (*l)    1*2!       •■>    [*•• 

Le  système  différentiel  (1)  peut  donc  toujours  être  mis  sous  la  forme 

A,  tfF,  4-  X2  (IV.,  4-  X3  <7F,  4-  A.  G?F,  +  X,  dF.  =  o, 
;;. ,  dF,  4-  f/.,flJF2  -1-  |*3<aJF3  4-  ij.  .,  c/1  " ,,  -h  w.sc£F5  =  o, 

où  l'une  de  ces  équations  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

i  XX,  -   u.u.,  )  dF,  -t~  (  XXS  4-  [A.U.J  )  <7F,  -h  (XX.,  H-  au..,  )  dF, 

H-  (XX,  -h  aa,  )  f/F,  4-  (  AA,  4-  aa,  )  rfF5  =  O, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  F,,  F,,  F,,  F,,  F5.  lui 
somme,  en  désignant  par  r,,  r_,.  y3,  r,,  ys  ces  fonctions,  le  système 
proposé  peut  toujours  être  ramené  à  la  forme 


Mil) 


1   A,  dy,  4-  Xndy.,  4-  \3dy3  4-  A  .,  dyA  4-  A  , dys  =  o, 
j  B,</»-(  ^B2dy2+B3rfy34-B,dy44-B5rfy5  =  o, 


où  A,,  A,,  A,,  A,,  A,,  ne  sont  fonctions  que  dey,,   y.2,  r:1,  r4,  r,,  et 
où  B,,  Ij,,  B3,  B,,  B5  contiennent  en  général  une  sixième  variabley6. 

5.  Je  vais  maintenant  étudier  un  cas  particulier  qui  se  relie  immé- 
diatement à  la  forme  réduite  que  nous  venons  de  trouver. 

C'est  relui  où  le  système  (  1  )  peut  être  ramené  à  la  formule  (16), 
dans  laquelle  les  coefficients  Bn  B,,  B:).  B.,  B,  ne  dépendent  que  des 
variablesy,,  r,.  y3,  y4,  y,.  Dans  ce  cas,  on  peut  déterminer  des  fonc- 
tions  F,,    1',,    1'  .,    F,,    F,,    A,,    X2,   X.,,    X,,    X5,   [JL ,  ,    (/.„,   [/.,,   (JLj ,   UL-,    a,   a', 

•j.,  ix'  satisfaisant  aux  équations  (2),  (3),  par  suite  à  (  (),  (5)  et  aux 
suivantes  : 

A(  XX,    4-  fJt.[Jt.,    >  =  o,  . . .,  A(XXS    4-  jJLu.jj    )  ---  0, 

A(  /.A,  4-  a'a,  )  =  o,        * . . .,  A(  X'X5  4-  u.'  u.r>  )  =  o. 
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Les  deux  premières  de  ces  équations  développées  s<mi 

A  Al  A,)    |     [J.  Al  y.,)    -'/.,  Al  A  I        -  [JL,  A((Jt.) 

/.'Ai  A,  )  -f-  iji'Ai  ;;.,  I   -   X,  A(X') -t- (x,A(  (/.')  =  o  ; 

comme  X(jl  —  (jiX'esl  différent  de  zéro,  on  peu)  les  résoudre  par  rapporl 

.1  Ai  X,  1,  Ai  m,  i  el  l'on  ru  tire 

1  Ai  "/.,  1  =  a  A,  -t-  p1  u.,, 
0;)  '  - 

'     A([i,  )  =:   X'X,   +    p    [A,  . 

Dans  ces  équations  on  pont  remplacer  A,  et  ut.,  par  X2  el  u., / 

et  ul5. 

Inversement,  supposons  que  les  quantités  X,,  ;;.,.  X2,  [/.» /   .  u. 

îles  équations  (2)  et  (3  )  satisfassent  aux  relations 

,   A'  X,  1  =  y.'i  ,  +-  3  ;  j-  , ,  A(  u.,  )  =  -/'/.,  +-  (3  u.,, 

(,S>  j '•'  '■ 

[  A(X5)  =  aX5-i- P[jl5,         A(fx5)  =  a'XsH    y  <j. ,. 

a,    p\    a.    j    étant  convenablement  choisis.  Supposons  X,  pu  —  a,  X2 
différenl  de  zéro  et  évaluons  l'expression 

^  Aih     ■  Ma  j 
\À,jj.s—  a,/, 

c'esl 

(1__L_^[(Xl[A2-    M2)A(Xlf*3      -V:' 

1  X,  a,       [X,X3  )Ai  '/.,  [a,  -  u.,'/.,  )\. 

Le  numérateur  de  cette  expression  esl 

(X,(jLo      [x,X,)[X,A((jis)-k  jx3A  X,)  -u.,A(X,)      X:1A(u.1)| 

(X.fJL,  -  y.,'/.,  |[X,Al  fAa  i    •    U.,Al  >,  )  -   [*.,A(  A.  »        >  .Ai  fi,  l|, 
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ou 


a,  |  A(  u,  I  (  X„  a:,  —  puX3)  +  A(p.2)(X3  p.,  —  p.3X,) 

+  A(p.3)(X,p.2  —  a,A;  )| 

-  p.,|A(  A,  )(X2p.3-  p.2X3)-r-A(X2)(X3p.t-  p.:!X,) 

-+-  A(X3)(XHp.2  —  [x,X2  )| 


=  A. 


A,      p.,      A(p.()  I 

Xa      pu      A(  p.s  )     —  il, 

X3     [i3     A(  p.3  ) 


A,  [a,  A(X,) 
X2  pu  A(X2) 
X3      a,      A(X3) 


I  "11  tenanl  compte  des  équations  (18),  on  voit  que  ce  second  membre 
est  nul.  Dune,  le  système  (  i)  étant  mis  sous  la  forme 

X,  dV,  +  X2rfF2  +  X3  dF3  -+-  a,  dFA  -+-  X5rfF5  =  o, 
p.,  </F,  4-  p.2c£Fa  -+-  |j..,f/F:!  +  p.., f/F.,  h-  p.3c?F5  =  o, 

si  l'on  résout  ces  équations  par  rapport  à  f/F,,  </F„,  les  coefficients  de 
d¥3,  ilY '. .  </F.3,  dans  les  deux  équations  ainsi  obtenues,  seront  des 
fonctions  de  F,,  Fa,  F.,,  F.,  F5.  Donc  il  suffit  de  satisfaire  aux  équa- 
tions (  2),  (3)  et  (18  ). 

Pour  y  satisfaire  il  suffit,  d'autre  pari,  de  satisfaire  à  (  {),  (5)  et  au 
-\  stème  suivant  : 


I  19) 


A,  c/,,  +  A,  a,.,  +  A3a(3  +  A., au  -4-  A5a,-5  -+-  A,,  <7„;  =  a  a,  -h  p  bi} 
A,  bu  +  A2  bis  -h  A3  ô/3  +  A.,  A,-.  +  A,  bti.+  A,  />„.,  =  y.' a,  +  B'ô,-. 


Je  vais  faire  voir  que,  pour  que  Ton  puisse  satisfaire  aux  équations 
1  (),  (5)  et  (19),  il  faut  et  il  suffît  que  l'équation  (  1 1)  soit  une  identité. 

D'abord,  cela  est  nécessaire. 

lui  effet,  multiplions  la  première  équation  (19)  par  X,  la  seconde 
par  p.  et  ajoutons,  on  aura 

A,  (  ~i.al{  -h  u.bn  )  -h.,  .-h  A0(Xa4-6  +  u./>,„  ) 
=  (  a X  +  a'  p.)  a,-  +  (  (ÎX  +  (3'  a  )  //,-. 


Joignons  à  ces  équations  (  i  )  et  (5)  et  considérons-y  comme  inconnues 
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A,,  A. A,,,  7.A  +  au.  [$X  -i-  P'[jl.  Elles  seronl  satisfaites.  Donc  leur 

déterminanl  sera  nul.  Or,  c'est  précisémenl  (i i).  1  )onc  l'équation  (i  i) 
doit  être  satisfaite  quelles  que  soient  /.  et  a:  c'esl  bien  une  identité. 
Inversement,  écrivons  les  équations 

i   A,(Xa,,   •    •!■/>,,'      ...s   A„(Xalll  +  jJt.6,0)  =  ya,  -+-  $bt, 

(20)   1   A,(Xa0l +  {/.£„,) +...      A,  1  X«oc  -h  ij./',.,,)  =  yae  ■+■  ih„. 
I  A,  a,  -+-...-+-  A0ac  <>. 

A,/*,  •  +  ...-+- ABbc  =0. 

Ces  équations,  quelles  que  soient  X  et  (a,  se  réduisent  à  six  distinctes 
au  plus,  car  on  sait  que  quand  un  déterminant  symétrique  gauche 
d'ordre  pair  est  nul,  il  en  est  de  même  de  tous  ses  mineurs  du  premier 
ordre. 

Elles  admettront  doue  toujours  au  moins  deux  systèmes  de  solutions 
distincts  pour  les  inconnues  A,,  ....  Ae,  y,  0  et  l'on  voit  immédia- 
tement  que  les   deux   systèmes   de   valeurs  de  A,.   A. A,:   sont 

distincts.  Soient  pour  u.  =  o,  X  =  1 

\,.     Aa V 

un  de  ces  systèmes.  Posons 

\,/»„^.\i,^...+   \  „/,,,.=  1!,. 

Si  I  un  avait  les  relations 

(    2  1   )  R,'=  (Dû,+   OJ    />,. 

les  équations  (19)  seraient  satisfaites  avec  lés  valeurs  A,  données  aux 
A,.  Supposons  donc  qu'il  n'en  soil  pas  ainsi. 

Soient  alors,  pour  un  second  système  de  valeurs  de  /.  et  a.  X'  et  \i  . 

a;  =  pC,4-p'd„ 

les  valeurs  des  A  sat  isfaisanl  aux  équations  (20).  Soient  enfin,  pour  un 
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troisième  système  de  valeurs  de  A  et  [x,  A"  et  u. 
A;=aE;+o'Fh 

les  valeurs  des  A  satisfaisant  aux  équations  (20);  p,  p',  cr,  a'  sont  quel- 
conques. 

Prenons  les  équations(ao)  où  l'on  a  u.  =  o,  X  =  1  et  A, •  =  A,;  mul- 
tiplions-les par  A', A'6  et  ajoutons  il  viendra 

2a0A;.Ay=o. 

Prenons  les  équations  (20)  où  l'on  a  A  =  X',  jjl  =  la',  A,  =  A,  ;  mul- 
tiplions-les par  A,,  . . .,  Ac  et  ajoutons  ;  il  vient 

A'  2  au  Ai \'î  -+-  u.'  —  li,j  A,A'j  =  o. 

On  aura  donc 

S^,A,A}=o5 
c  est-à-dire 

2R,(pC(-+-p'D,)  =  o, 


c'est-à-dire  séparément 


on  aura  de  même 


R1C1  +  ...-+-R6C„=o, 
R(Dl  +  ...4-R«DB^o; 

R,E1  +  ....^R»E0  =  o, 
R,F,+  ...  -4-RgF(1  =  «k 


Si  donc  on  considère  les  équations 

,    a, X,  -+-  ...  4-  fl0^G  =  o, 


(22) 


R.X.+ 


elles  sont  satisfaites  pour  les  valeurs 
I   C,,  C2, 


(23) 


1),.  D2, 
E,,  E,. 
F N  F,, 


'  •*-  (>,,  X„  =  o, 
-f-R,-X,  =  o, 

•  .  C„ 
• -.  1>„. 
• -,  E„ 

...  K, 
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données  aux  quantités  \ , ,  ....  \, .  Mais  les  équations  (22)  sonl  dis 
tinctes,  puisqus  les  équations  (21)  a'onl  pas  lieu.  Donc  les  quatre 

systè s  de  valeurs  (23)  rentrent  dans  trois  d'entre  eux.  On  peul 

donc  déterminer  des  quantités  v,  •/.  •/',  v"  telles  que  l'on  ail 

( .      v'L),  =  v"E,  +-  -/"V,. 

Le  système  de  valeurs  des  A 

A/=vC,-t-v'D,=  v'E,+  v  F,, 

satisfait  donc  aux  équations  (19),  (  {)  et  (f>),  puisqu'il  satisfait   aux 
équations)  20  )  pour  deux  systèmes  de  valeurs  différentes  de  /  et  ;;.. 

Donc,  on  peul  toujours  satisfaire  aux  équations  1  19),  1  i  1  et  1  5  > 
quand  l'équation  (in  est  une  identité. 

4.  Je  vais  maintenant  commencer  l'examen  des  cas  particuliers  du 
système  1  1  1.  en  passant  rapidement  sur  les  premiers  cas,  dont  l'étude 
résulte  immédiatement  de  cas  déjà  traités  dans  un  précédent  Mémoire 
1  Reçue  bourguignonne  de  l'enseignement  supérieur,  1.  N  .  n"  I  ). 

Le  premier  cas  est  celui  où  l'on  peut  déterminer  des  quantités  "/..  <).. 
1.  .  <}.  .  F,,  F2  satisfaisant  aux  équations 


X  - 


ci  v 


h  =  A 


-,,'IVi 


dx 


rfF, 

dx 

,dFt 

in 


La  coud  il  ion  pour  qu'il  en  soil  ainsi  esi  que  le  système  d'équations 
obtenues  en  prenant  dans  le  Tableau  suivant  trois  colonnes  quel- 
c rues,  forme  un  système  complet  à  deux  fonctions  distinctes 


(  2/j  » 


dV      d\        ,i\         /l        ./l 
da  , 


b,        h 


b. 


dV 
dx. 


/>.        />, 
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Les  conditions  développées  sont  que  toutes  les  quantités 

L,/A7»        "lijkl 

soient  nulles:  i,  /,  A,  /étant  quatre  des  nombres  i,  2,  .  . .,  6. 
Le  système  (i)  est  alors  réductible  à  la  forme 

I  |  dyK  =  o,  dy3  =  o. 

Le  second  cas  est  celui  où  l'on  peut  déterminer  des  fonctions  A, .  a,, 
F,  satisfaisant  aux  équations 

/        rfFi 
k.a-h  U..U  =  -r-1- 
1  rt.r 

Les  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi  sont  que  le  système  (^4) 
forme  un  système  complet  à  une  solution.  11  faut  d'abord  que  tous  les 
rapports 

M,,,/ 

soient  égaux.  Désignant  par  vr  leur  valeur  commune,  posons 

c  —  a  M  ■+-  />L, 
il  faudra  de  plus  que  les  quantités 


soient  toutes  nulles,  i,  j,  k  étant  trois  des  nombres  i,  ■>. (i.  Re- 
marquons maintenant  que  si  l'on  remplace  Tune  des  équations  i  i  ). 
par  exemple  la  première,  par  la  combinaison  linéaire 

£(X,  a  -+-  p.,  b)d.r  =  c/F, , 

l'équation  du  second  degré  en  y  a  ses  deux  racines  nulles.  L'équation 
du  second  degré  en  y  correspondant  au  système  (i)  aura  doue   ses 
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racines  égales.  La  seconde  équation  |  i)  pourra  toujours,  du  reste,  <"■  1 1 . 
mise  sous  L'une  des  deux  formes 

dF<  -  F,dF2  -  FtdF3  =  o,         dF3  -  F4dF2  =  o; 

dans  le  second  cas,  L'équation  en  £  sera  une  identité  ;  dans  le  premier, 
elle  m1  sera  que  carré  parfait.  On  aura  Les  deux  formes 

(II)  dyt  =  o,         </v,  —  y,,/v.,  =  o, 

i  VI  i  dy,  =  o,         dyk—yidyi  -  ytdy3  =  o. 

Le  troisième  cas  esl  celui  où  L'on  peul  mettre  Le  système  différen- 
tiel i  i  i  sous  La  forme 

<r/F2  —  F3f/F,  =  o, 

dF3-F<dFt  =  o. 

On  peul  alors  déterminer  des  fonctions  I  ,.  F„,  F3,  I"..  X,  u.,  /. .  u. 
de  façon  à  satisfaire  aux  équations 

(  )n  sait,  d'après  ce  qui  a  été  fail  dans  le  Mémoire  rappelé  plus  haut, 
qu'il  faut  d'abord  que  tous  les  rapports 

L//7,/ 

M, ,«/ 

soient  égaux.  Désignant  La  valeur  commune  par^,  il  faut  de  plus  que 

L'équation 

2(aM  +bL)dx  =  o, 

soit  réductible  à  la  forme 

dF2-F3dFt  =  o. 
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Je  vais  démontrer  que,  si  les  rapports  précédents  sont  égaux,  cela  a 
toujours  lieu. 

Pour  que  l'équation 

2(aM  +  bL)dx  =  o 
soil  réductible  à  la  forme 

tfF,— F3dF,  =  o, 

il  faul  et  il  suffit  que  le  déterminant 

(aM  +  &L)H        ...       (aM  +  ôL)16       a,M  +  6,L 


(a5) 


(aM  +  6L)sl        ...       («M -t- />L)C6        a,M  +  ijL 
—  (a(M-hb,L)     ...     — OliM  +  /;6L) 


ail  tous  ses  mineurs  du  premier  ordre  symétriques  par  rapport  à  la 
diagonale  principale  nuls.  Or,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  Mémoire 
précédemment  rappelé,  il  en  est  ainsi  de  tous,  excepté  de  celui  qu'on 
obtient  en  supprimant  la  dernière  ligne  et  la  dernière  colonne. 

<  h\  considérons  des  équations  du  premier  degré  ayant  pour  déter- 
minant des  inconnues  le  déterminant  précédent.  Soient  A,,  A,,  ..., 
A,,,  y.  les  inconnues.  On  voit  que,  si  Ton  fait  par  exemple  A,  =  o,  on 
peut  satisfaire  au  sj  stèuie  par  des  valeurs  convenables  de  A.,  .  . .,  Ac,  a 
car  les  six  dernières  se  réduisent  à  quatre  au  plus.  De  même,  on  aura 
un  autre  système  île  solutions  pour  lequel  A,  est  nul,  etc.,  enfin  un 
système  pour  lequel  A8  est  nul  Or,  tous  ces  systèmes  ne  peuvent  se 
réduire  au  même,  car  on  aurait  alors 

a,  M  +  />,  L  =  o,         a6  M  -t-  beL  =  o; 


les  quantités  a, ae  seraient  proportionnelles  à  />,,  ...,  b6.  On  a 

donc  deux  systèmes  de  solutions  distincts  satisfaisant  aux  équations 
considérées  et,  par  suite,  Ions  les  mineurs  du  premier  ordre  sont  nuls. 


SUB     LES     EQUATIONS    DIFFERENTIELLES.  35 

Donc,  dans  le  ras  où  tous  tes  rapports 

1 
M 

sont  égaux,  le  système  i  i  i  esl  réductible  à  la  forme 

(III)  dy2  —  y3dyt  =  o,         dy3—y4dy,  =  o. 

On  peut  remarquer  que  dans  ce  cas,  l'équation  (i  i)  étant  une  identité, 
la  valeur -  =  y-  \  satisfait.  Or,   tous  les  mineurs  du  sec 1  ordre, 

;i  L    ■ 

obtenus  en  supprimant  deux  lignes  ou  deux  colonnes  se  coupant  sur 
la  diagonale  principale  parmi  les  siv  premières  ayant  pour  valeur 

(kh,j„-  \lM,   ,    . 


sont  nuls  pour  la  valeur  -  =  ^~ 


L 

D'après  les  formules  connues  qui  donnenl  le  développemenl  d'un 
déterminant  symétrique  gauche  d'ordre  pair,  on  en  conclura  que  tous 
1rs  mineurs  obtenus  en  supprimant  deux  lignes el  deux  colonnes  symé- 
triques par  rapport  à  la  diagonale  principale,  une  des  lignes  clan!  la 
septième  ou  la  huitième,  sont  aussi  nuls.  Enfin,  d'après  le  raisonne- 
ment l'ail  tout  à  l'heure  sur  le  déterminant  (  25),  il  faudra  que  le  mineur 
obtenu  en  supprimant  les  deux  dernières  lignes  el  les  deux  dernières 
colonnes  soit  aussi  nul  et,  par  suite,  tous  les  mineurs  du  second  ordre 

de  (i  i)  seront  nuls  pour  la  valeur  y-  donnée  à  -  ■ 

Le  quatrième  ras  est  celui  où  l'on  peul  satisfaire  aux  équations 

-     rfF,        -     rfF,       ■     rfF3 


b=p 


il.i  -  dx  dx 

rfF,  rfF,  rfF 

ax         ■      dx        •      il  i 


F,,  l'\,  F,,  "/.,,  X2,  X3,  (x,,  «.j,  ull,  t'iaiii  des  fonctions  convenablemenl 
choisies. 

I  jes  conditions  pour  qu'il  en  soil  ainsi  sont .  d'après  le  Mémoire  pré- 
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cédemroenl  rappelé,  que  les  équations 

,  rfF         T  rfF         j  rfF         ,  rfF         ,  rfF  _ 

L^"5^  +  L;;''^z  +  |j;5,-rf?;  +  L5,-3^r~  +  L,*»**p= 


r         '/F       i         ^L 

rfF 


rfr. 


rfF 


(ta* 


(26) 


rfF 


'^st'3d^„  4 


rfF        ,  rfF 


i/.r, 

rfF 
Js,23dx, 


(h:,-, 
rfF 

dx,  '  "'-"'/.r,  '  ~-i5,;rf7; 

rfF         ,  rfF         T  rfF 


T  rfF         ,  rfF         T  rfF         T 

L-S6I2    jZT    +   L6.2<  ZTT    +  ^"1245^7    +   ^2156 


rfa;s 

rfF 

di\ 


T  ^ 

Lsl56^-=o, 

T  rfF    _ 

^^  150  I    £x      "• 

rfF 


T  dF  T 

L^aji  "y-  .      +1^2  3  16 


L,=a3rfi:;  ~,~L,«",2s;  +Lj''ir''rf^  +  L5««2rf^  - 

rfF 


</■'-, 


rfF         ,  rfF 


rf.r. 


T  rfF 

LBI2:i3—    =  °> 


el  celles  qu'on  obtient  en  y  changeant  L  en  M,  que  nous  désignerons 

par  (  26  bis  ),  forment  un  système  complet  à  trois  fonctions  distinctes. 
Si  nous  considérons  les  équations  (10),  comme  les  rapports 

Mtf« 

ne  sonl  pas  égaux,  on  a  pour  les  quantités  A,,  A.,,  ...,  A,,  les  systèmes 

suivants  de  valeurs  se  réduisant  à  deux  distincts 

XL2315  —  |aM2„s,     XLj,51—  i/.M3.,5i,     XL,512  —  (jlM.,5I2, 

XL,  ,.,;l—  aM5l2„     XL,231  —  [/.M)23<J     o, 
o,     XL3,S6  —  (j.M3.iSS,     XL,5g2—  [jt.M<5e2,     XL5623— fjLM5623, 

XL6231-  (i.M623„     XLî31S-  aM, .,...,. 
XL31S(S— (JiM3„6,     o.     XL45,,  —  (i.M4S„,     XL5i;i:.  -  u.M5,;i:1. 

XLtl34—  uM6l:,..     XL13,5—  |*M,,.IS, 
XL2156—  (jlM,,56,     XL.  .-„,  —  y.M,,,;,.     o,     XL5„2  —  p.MM)ï, 

/.L,,,.,  -  [aM812„     XL,245-  |xM,,u, 
XL2356— [xM2J56,     XL3561  —  p.Mï564,     XL5012—  jaMs„s,     o, 

XL6t23-  u.M,,2:,.     XL,235— (xM,23S, 
XL23<6— [jlM2S46,     XL3481  — |xM316l,     XL.,„,2  —  jiM,,,,, 

XL6)23  —  (jlM6I23,     o,     XL, 23.,  —  y.  M ,  2 ., . . 


(27) 
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Je  désignerai  doux  de  ces  systèmes  par 

XL,-j*Mn     XL2-p.Ma,     XL3-|xM3,     XL.-jiM,, 
XL5  —  a  M  ;',     XLe  —  [iM,, 

A/,  —  U./Ht,       }J2  —  1J. /}).,,       X/3—  [JL/Kj,        A/.—   a///,. 

X/5  —   a  ///  ,,      "/./,;  —  ij.  ///,,. 

Les  équations  (26)  et  (  26  bis)  devant  former  un  système  complel  à 
trois. fonctions  distinctes  doivent  d'abord  se  réduire  algébriquemenl 
à  trois.  Ces  conditions  sont  toujours  remplies  quand  l'équation  1  1  1  i 
est  une  identité.  Il  faudra,  déplus,  que  ces  (mis  équations  formenl 
un  système  complet.  Dans  ce  cas,  le  système  est  réductible  à  la  forme 

(IV)  dyi—ysdy1  =  o,         dyk  —  ysdyx  =  o. 

Je  placerai  maintenant  ici  le  cas  où  l'équation  (11)  esi  une  identité. 
Le  système  est  alors  réductible  à  la  forme 

I  \  1  <ly,  -  y3dy,  =  o,         dy3  -  Hdy,  -  Kdyt  =  o, 

II  el  K  étant  deux  fonctions  de  y r,  d'après  ce  qui  a  été  l'ait 

dans  le  Mémoire  précédemmenl  rappelé. 

5.  Je  vais  maintenant  m'occuper  du  cas  particulier  où  l'on  peut 
trouver  des  fonctions  F,,  F2,  F3,  A,  u  satisfaisant  aux  équations 

(28)  al  +  bu.=  ^-  V .'']''■ 

une  des  équations  du  système  (1)  peut,  dans  ce  cas,  être  remplacée 
par 

</F_,  —  V  ,'l\\  =  o. 

Occupons-nous  du  système  1  28  ).  Suit 

.    dF         .    dF         ,    dF         .    dF         .    dF         ,    dF 

A, h  A2  -z h  A, h  A,  -. h  A5  -j-  +  A,  -,-  =  o 

(/./-,  "  da    .  il  1  ,/  r,  'I  '    .  il  r, 
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une  équation  du  premier  ordre  à  laquelle  satisfont  les  fonctions  F,, 
F2,  F,,  on  aura 

XStfA-t-(x26A  =  o. 

Nous  admettrons  en  plus  que  l'on  a  sêparémenl 

i  .,,  i  Ir/A  =  o,         26A"=o; 

on  voit  qu'il  reste  encore  deux  coefficients  A  arbitraires.  De  même  que 
.lu  système  (a)on  a  déduit  les  équations  (6),  on  tirera  du  système  (28) 
les  équations 

<  3o)  A,  1  '/.a  -h  [A b)u  -+-  ...  +  A6l  \a  -4-  y.b  )ie  =  o, 

mi,  en  développant  et  tenant  compte  de  ('9), 

a,  Al  X)+  A,  Ai  a)  +  A,(  '/.a,,  -+-  u/',,)-+-.  ..  +  A6(  A<7,G  -+-  |a6/6)  =  0, 

on  retrouve  les  équations  {10).  L'équation  (11)  devra  doue  être  satis- 
faite et  fournira  deux  valeurs  pour  le  rapport  -■  On  prendra  successi- 
vement ees  valeurs,  et  le  système  ayant  été  mis  sous  la  forme  (16) 

A,dy,  +  Aadya  —  A3dy3  -+-  A.,dy.  +  A  sdys  =  o, 
B,dyt  +  B.,dy2  +  B3dy3  +  B.dy.-h  B,dys  =  o, 

où  les  A  m'  contiennent  pas  >-,.,,  il  sera  nécessaire  ri  suffisant  que  la 
première  des  équations  se  mette  sous  la  forme 

dF1-F3dFi  =  o. 

<  >n  peut  aisément  obtenir  les  eonditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 
Nous  avons,  en  effet,  déterminé  les  deux  valeurs  possibles  du  rap- 
port -•  11  sera  donc  nécessaire  et  suffisant  que  l'équation 

I(«A  -1-  b\k)dx  =  o 
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se  réduise  à  la  fofftie 

rfF2      F3dF,  =  o. 


3g 


Pour  cela,  il  suffit  que  tous  les  mineurs  «lu  premier  ordre,  symé- 
triques par  rapport  à  la  diagonale  principale  du  déteri anl 


1,) 


(a  A  +  l><).  Il2 


(  a  X  4-  l>  u.  ) ,  n        a ,  X  -T-  A  |  u- 
o  (1,1.  +  A,.,  u. 


(aX  +  èp.)0,  (  aX  -t-  /' a.  ),.,..        ...  o 

—  (*•/,/.  -(—  A ,  a  )      —  (a„X  +  &2(j.)     ...      —  («,,X -i- A,;  u.  t 


soienl  nuls.  l\ous  avons  vu  qu'il  suffit  d'écrire  ceux  qui  s'obtiennent  en 
supprimant  une  ligne  cl  une  colonne  se  coupant  sur  la  diagonale  prin- 
cipale parmi  les  six  premiers.  Les  conditions  sont  suffisantes  el  même 
renferment  l'équation  i  i  i  t. 

Nous  avons  vu  que  les  équations  I  ro)  fournissent  pour  les  A  deux 
systèmes  distincts  explicités  dans  les  formules  127)  que  nous  avons 
représentés  par 

XL,  —  U.M XL,.  —  u.M, 


X/,  -  <j.  /// , , 
,;i  conséquent  1rs  équations 


X  L 


,IY 


Z(XL-,iM)£  =  o 

/    2(X/   -  u.md]-   =0 

'  il  1 


ni  avoir  trois  solutions  communes  distinctes.  Je  dis  qu'inverse- 
ment, quand  ces  équations  ont  trois  solutions  communes  distinctes,  on 
peut  formel'  une  combinaison  des  équations  (1)  se  réduisant  à  la  forme 


,/K,-  F,</F,= 
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Pour  le  faire  voir,  considérons  les  équations  (20)  : 

A,(Xan-t-  pL*,,)+...+  A6  (>.«,,+  [/.£,„)  =  ya,  -+-  &&,, 

A,  (  Xa„,  4-  [JL&6(  )  4-..  .4- A0(X<760  -+-  (*&«,«)  =  Yfl«  +  ^«> 
A,      a,  +...4-A,      a6  =0, 

A,      //,  +...  +  A,      6S  =0. 

Supposons  que  nous  substituions  aux  variables  a;  d'autres  variables  a?' 
et  supposons  que  les  équations 

Tadx  =  o,  Zl>  dx  =  o 

ilc\  iennenl 

2  a  dx'  =  o ,         1  //  fifcc'  =  o. 

Les  équations  (20)  ont  des  solutions  en  A,,  . ..,  Ae,  y,  S  quand  l'équa- 
tion (11)  est  satisfaite,  et  soit  F(.r, ce)  une  fonction  satisfaisant  à 

l'équation 

A,  j h...  +  lllT-  =0; 

par  le  changement  de  variables,  F  deviendra  une  fonction 

®(x\,x'.2,  ...,  r0). 
Elle  satisfera  alors  à  l'équation 

dx\  a ■'■,. 

où  les  A,, A',  satisfont  aux  équations 

A,  «  Xa, ,  4-  \>.b\ ,  )  -+-. .  .4-  A'6(Xa'1(S4-  |x6'„)  =  y«,  4-  8*',, 

A,(Xa;,  +  ^'6().-t-...+A;(Xa'M-t-p.6'(>6)  =  Ya'6+Sè'(„ 
A,      a',  +..-  +  A',      fl«  =°) 

A',      6',  4-...4-A'6      b\  =0, 

y  el  S  ayant  les  mêmes  valeurs  que  précédemment. 
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Ce  théorème  résulte  immédiatemenl  de  la  propriété  d'invariance  de 
la  ([uaniiiol (/,,//.)•,  o.rA  que  M.  Darboux  a  prise  pour  poinl  de  dépari  de 
l.i  méthode  si  simple  qu'il  a  suivie  pour  obtenir  les  formes  réduites 
d'une  équation  de  Pfaff  (voir  Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
■r  série,  t.  VI  ).  Si  <l •  les  équations  (32  i  onl  trois  solutions  com- 
munes distinctes,  il  en  sera  de  même  des  équations  correspondantes 
après  un  changement  quelconque  de  variables.  I  ><•  plus,  il  esl  aisé  de 
voir  que,  si  dans  le  s\  stème  (  t)  on  change  a  en  aa,  b  en  (3  b,  les  quan- 
tités L  sont  multipliées  par  a2|3,  les  quantités  M  parafî2,  la  valeur  de 

par  -;  donc  XL  —  piM  est  multipliée  par  a2^2;  donc  le  système  <  32  > 

ne  change  pas.  Si,  enfin,  on  change  a  en  a  -+-  b,  M  ne  change  pas;  L  se 

change  en  L  —  M,  ^  en  £  —  i  ;  donc  XL  —  (J.M  devient 

X(L  -  M)-  M(jx-X)  =  XL  — jaM, 

c'est-à-dire  ne  change  pas. 

Si  donc  on  t'ait  un  changemenl  quelconque  de  variables  el  si  l'on 
remplace  les  équations  (î)  parmi  système  équivalent,  les  équations  (  32) 
se  changent  en  un  système  équivalent. 

(  iela  posé,  supposons  qu'elles  aient  trois  racines  communes  el  rame- 
nons le  système  à  la  forme  (16),  et  supposons  que  la  première  des 
équations  (16)  soit  réductible  à  la  forme 

/Jz.t  —  z4  (/:,  —  zsdz2  =  o, 

la  seconde  étant  devenue 

c,  dz,  -+-  c2dz2  -t-  c.dz -,  -+-  i\,dzr,  =  o, 

les  équations  (20)  sont 

—  A,  =  —  yzt  +-  ocn 

—  A,  =  —  y25+  &c2, 

o  =  y, 

A,  =  oc,, 
A.,  =  oc5, 
—  -,A,  —  zsAa.-+-  A„  ==  o, 
c{St  4-  c2A2-r-  c,A.,  -+-  csA5  =  o. 
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On  en  tire 

Y  =  o,         A,  =  Sc4,         A;=oc5,         A4  =  — é 

A-,  =  -  oc,,  A3  =  o(c4 -.,-!-  c5z5). 

On  a  donc  les  deux  systèmes  distincts 

A,  =  c4,         A2=c5,         A3  =  c4z4-+-c5z5, 
A.  =  —  c,,         A5  =  —  c2,         A„  =  o; 
A,  =  Ao  =  A:)  =  A4  =  A5  =  o,         Ac  =  t , 
et  les  équations  (32)  deviennent 


d¥_ 
'*dz, 


(^ 


.  d¥_ 
's)dzs 


JF 


dF_ 
'2  dz. 


dF 
dz. 


Supposons  qu'elles  aient  trois  solutions  communes.  On  aura,  les 
fonctions  F,,  F„,  F3  ne  contenant  pas  zt,  les  équations 


(dF, 

H-  S 

dF, 
dz3 

,  dF, 

{dzt 

-t-  z 

dF, 
•dT3 

(dF3 

+  z 

dF, 
^7 

dF, 

dz. 

-«•£) 

C<  dz. 

'  <-lzh 

=  o 

dF, 
dz. 

r/F,\ 

dF, 
~C<dz1 

dF, 

dz-, 

=  o 

dF, 
dz. 

dF.\ 

dF. 

-c<dH 

dF. 

~c>d7: 

=  o 

On  voit  que  l'on  en  tirerait,  pour  les  valeurs  des  rapports  de  trois 
des  quantités  c,,  c2,  c, ,  c5)  des  valeurs  indépendantes  de  z8,  auquel 
cas  la  proposition  cjue  l'on  a  en  vue  est  démontrée,  à  moins  que  tous 
les  déterminants  du  Tableau  suivant  soient  nuls  : 


dF,  dF,  dF3 

dz,  dz,  dz, 

dF,  dF,  dF, 

TUT  dT2  dz~7 

dF,  dF,  dF3 

dz%  dz3  dz3 

dF,  dF,  dF, 

dz,  dz,  dz. 

dF,  dF,  dF3 

dz,  dz.  dz-, 
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Dans  ce  cas,  on  peut,  par  nu  cbangemenl  de  variables  effectué  sur 
les  variables  s,,  z2,  z3,  s4,  s5,  mettre  l'équation 

o?s3  —  zAdz,  —  zsdz2  =  o 
sous  la  forme 

dF3-FAdFt  -F,dF2  =  o 
el  L'équation 

'-,  r/r,  —  c,dz%  +  cAdz,  -+-  c5flfe5  =  o 
devienl 

'-,  rfF,  -i-  e3dFa  -h  c.dV.  4-  ''//F,  =  o. 

Le  système  (32)  devient 

rtT  rfF         ,      r  „  N  rfF  r/F-  rfF 

r/F 

"T"  =  °- 

Il  admet  comme  solutions 

F  =  F„        F  =  F2,.       F  =  F3. 

On  aura  donc 

e*  =  o,         es—o, 

el  la  seconde  des  équations  du  système  devient 

e,dFt  -t-  e,dF3  =  o, 

ce  qui  démontre  la  proposition  que  Ton  avait  en  vue.  Ainsi,  quand  les 
équations  (32)  ont  trois  solutions  communes,  il  existe  toujours  une 
combinaison  des  équations  du  système  (i  )  réductible  à  la  forme 

dFî-  l\,/V,  =  o. 

(l'es!  le  cas  particulier  (  \  III  >.  Le  système  esl  réductible  à  la  forme 

(  \  III  >      dy2  —  y3dy,  =  o,         cidy,  -t-  e3dy3  -t-  ctdyf  -+-  csdys  =  o. 

Mais  il  se  peul  que  celle  réduction  soit  possible  pour  les  deux  racines 
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de  l'éauation  en  -•  Alors  on  a  le  cas  particulier  (VII) 
(VII)  dy2-y3dyi  =  o,         dys-ytdyt  =  o. 

Enfin,  il  reste  alors  le  cas  général  où  le  système  est  réductible  à  la 
forme  (IX) 

j   dy,-yAdyi-yidyi  =  o, 

(  c,  dyK  ■+-  c2 dy3  +  cA dy,t  h-  c- dys  =  o. 


(IX) 


6.  Je  vais  maintenant  m'occuper  des  solutions  du  système  (i)  dans 
ces  différents  cas. 

Dans  le  cas  (I)  les  formules 

y,  =  c,       v2=c', 

c  et  c'  désignant  des  constantes  arbitraires,  donnent  la  solution  du 
système,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépendantes  qui 
peut  aller  jusqu'à  quatre. 

Dans  le  cas  (II)  les  formules 

yi  =  c,        y,=  *,       y3  =/(«),        7*=/'(a) 

donnent  la  solution  du  système,  c  étant  une  constante  arbitraire,  a  une 
variable  indépendante,  /(a)  une  fonction  arbitraire  de  celte  variable, 
/'(a)  sa  dérivée  première.  Le  nombre  des  variables  arbitraires  peut 
aller  jusqu'à  trois. 

Dans  le  cas  (III)  les  formules 

yt  =  *,      7s=/(a)>      J'3  =/'(*)>      r*=/\a) 

donnent  la  solution  du  système,  a  étant  une  variable  arbitraire,  /(a) 
une  fonction  arbitraire  de  cette  variable, /'(a)  sa  dérivée  première, 
/"(a)  sa  dérivée  seconde.  Le  nombre  des  variables  indépendantes  peut 
encore  être  de  trois. 

1  huis  le  cas  (IV )  les  formules 

y,  =  a,        7i=/(a),        yi=/'(«.),        j,  =  o(a),         ys  =  <p'(a) 
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'I enl   la  solution  du  problème,  a.  étanl   une  variable  arbitraire, 

/(a)  el  p(a)  deux  fonctions  arbitraires  de  cette  variable,  f'(y-)  el 
p'(a)  leurs  dérivées  dans  le  casd'une  ou  deux  variables  indépendantes. 
Dans  le  cas  de  trois,  les  formules 

y,  =-c,      y-2  =  >-.       v.,  =  c" 

donnent  la  solution  de  la  question,  c,  c',  c"  étanl  inùs  constantes  arbi- 
traires. 

Dans  le  cas  <  V  )  les  formules 

y,=  a,         y.  =  /(  a),         yt=f(et), 
y,=  ?(a),       /"(«)-  A-  B<p'(a)  =  o 

donnent  la  solution  du  problème,  x  étant  une  variable  arbitraire,  /"(a) 
el  p(a)  deux  fonctions  arbitraires  de  cette  variable,  /"(x)>  /"(a), 
ç'(a)  'es  dérivées  première  et  seconde  de/-!  a  i  el  la  dérivée  première 
de  'r  i  y.  ),  le  nombre  des  variables  indépendantes  étanl  d'une  ou  deux. 
Il  ne  peul  plus  y  avoir  que  des  solutions  singulières  dans  le  cas  de  trois 
variables  indépendantes. 

I  >ans  le  cas  (VI)  les  formules 

r.  =  c,         y2  =  a,         y3  =/(a), 
r<  =  ?(*').       ?'(a)-75-76/'(''-)  =  0 

donnent  la  solution  du  système  dans  le  cas  d'une  variable  indépen- 
dante, a  étant  une  variable  arbitraire,  /"(a)  et  o(a)  deux  fonctions 
arbitraires  de  celte  variable,  f'(x)i  ?  (a)  leurs  dérivées,  c  une  con- 
stante arbitraire. 

Dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes,  les  formules 

y,  =  c,       y,=  *,     y3  =  P,       r«=/(«>P)> 

_  df  _  âf 

y~°    d*'    y*    o'i 

donnent  la  solution  du  système.  /Y 2,  [i  )  étant  une  fonction  arbitraire 
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des  deux  variables  indépendantes  a  et  p,  ~-,  ~  ses  dérivées  partielles 
par  rapport  à  a  et  à  p. 

Dans  le  cas  (VII)  les  formules 

V,  =  »,       j2=/0)>       r»  =/'(«)>       r«  =  ?(■)> 

y3=^(a),  |'(a)  -y„ç'(a)  =  ° 

donnent  la  solution  du  système  dans  le  cas  d'une  variable  indépen- 
dante, a  étant  une  variable  arbitraire, /"(«),  ç(°0î  4*(a)  ^vols  fonctions 
arbitraires  de  cette  variable, /'(a),  ç>'(a)'  ']/'(a)  'eurs  dérivées. 
Dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes,  les  formules 

r.  =  «>     r*=/(a)'     j3=/'(a)>     74= P, 
y5=<p(P),      ro  =  ?'(P) 

donnent  la  solution  du  problème,  a  et  p  étant  les  deux  variables  indé- 
pendantes, /(a)  et  cp(P)  deux  fonctions  arbitraires,  la  première  de  a, 
la  seconde  de  p,/'(a)  et  o'(3)  leurs  dérivées. 
Dans  le  cas  (VIII)  les  formules 

r,  =  a,        y,  =/(a),        j3  =/'(«)>        J<  =  ?(«),        J5<  =  '}  (a), 
c,  -i-  c3f"(a)  -f-  Cjip'(a)  -H  c3'.J/(a)  =  o 

donnent  la  solution  du  système  dans  le  cas  d'une  variable  indépendante, 
/(a),  <p(a)>  |(  oc)  étant  trois  fonctions  arbitraires  de  cette  variable, 
/'(a), /"(a),  <?'(a)>  <J/ (a)  les  dérivées  première  et  seconde  de/(a)  et 
les  dérivées  premières  de  ç(a)  et  4,(a)- 

Dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes  on  ne  peut  plus  com- 
prendre dans  un  même  système  de  formules  toutes  les  solutions;  mais 
reprenons  les  formules 

y,  =  «,       r-2  =/(*)i      y*  =/'(«)> 

c,  c/a  -i-  c3/"(a)da.  -+-  c^dy^  -4-  c$dys  =  o; 
si  Ton  précise  la  fonction  /(a),  on  est  ramené  à  une  équation  de  la 
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forme 

\  t</z,  ~i- \2(/z,   h  \  .i/:A   :     \kdzx 

les  variables  zt,  :,,  z3,  : .,  étanl  oc,  r4,  r, .  r,.,  ;  le  terme  A3  manquerait. 
(  >n  sail  que  l'on  peul  comprendre  toutes  les  solutions  de  cette  équal  ion 
dans  «les  formules  de  la  forme 

F,(a,r„rs,rs)  =  p,         F,  =  ?(£),         F,  =  ?'(?)■ 

<  )n  en  tirerai!  trois  des  quantités  a,  y,,,  ys,  )■„  en  fonction  de  (3  el  de 

lu l'entre  elles,  <p(P)  étant  une  fonction  arbitraire  de  [i,  ç  |  j)  sa 

dérivée. 
Dans  le  cas  général  (IX)  les  formules 

r,  =  a,  v2  =  /(a),         7,=  <p(a),         j5=^(a), 

■  7«  =  ?'(*)-  ^("O/'O); 
c,  +  r,./  (>.)  4-  c«[<p*(a)  -  <K«)/'(«)  -  K«)/'(«)l  +  C+'(«)  =  « 

donnent  la  solution  de  la  question  dans  le  cas  d'une  variable  indépen 
dante,   se  désignant  uni'  variable  arbitraire,  /(a),  ?(?-)>  (Ka)  ''"^ 
fondions  arbitraires  de  celle  variable,  /'(a),  /"(a),  ip'(a),  ç"(a), 
'-[/(a)  étant   les  dérivées  première  et  seconde  de  /(a),  o(a)  et  la 
dérivée  première  de  J/|  7.  ). 

Presque  toutes  les  propositions  précédentes  sont  immédiates.  Il  n'\ 
a  qu'à  faire  voir  que  seulement  dans  le  cas  (I)  le  système  (i)  a  des 
solutions  en  prenant  quatre  variables  indépendantes  el  seulement  dans 
les  cas  (I),  (II),  (III),  (IV),  le  système  (i)  a  des  solutions  en  prenant 
trois  variables  indépendantes. 

Nous  considérons  pour  cela  qu'un  système  de  solutions  des  équa- 
tions (i)  forme  une  intégrale  singulière  quand  on  ne  peut  prendre 
arbitrairement  les  valeurs  initiales  des  si\  quantités  r,.  ...,  a?„  ci  nous 
écarterons  ce  cas. 

I  >ès  lors,  un  système  de  solutions  des  équations  (i)  à  quatre  variables 
indépendantes  devra  renfermer  deux  constantes  arbitraires.  Soient 

r  ,  yx, ,  . . .,  x6  )  =  c, 
F2(* vt)  =& 
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les  équations   définissant  ce  système  résolues   par  rapport  aux  con- 
stantes c,  c'.  Les  équations 

V  —  dx  =  o,  V  V-2  r/a:  =  o 

■  l.'\  ront  donc  être  satisfaites  en  même  temps  que  (i),  quelles  que  soient 
./•,,  ...,xe;  donc  elles  rentreront  dans  (i)  et  l'on  est  bien  dans  le  cas  |  I  ). 
De  même  un  système  de  solutions  à  trois  variables  indépendantes 
devra  renfermer  trois  constantes  arbitraires.  Soient 


F,(a?i,  .- 

■i  xn)  —  C1 

F2(*n  .. 

•  )  •£$  )  ==  c  ) 

F,  (.#■,,  .. 

.,  xt)  =  c" 

ces  équations.  Les  équations 

ZS*—     Z§ 

dx  =  o, 

2d  dx  (  ' 

devront  renfermer  le  système  (i)  et  par  suite  on  se  trouve  dans  le 
cas  (  IV)  renfermant  comme  cas  particuliers  (I),  (II),  (III). 

7.  Il  nous  reste  maintenant  à  nous  occuper  de  la  recherche  des  solu- 
tions du  système  (i)  dans  le  cas  général,  lorsque  le  nombre  des 
variables  indépendantes  est  de  deux.  C'est  la  question  dont  nous  allons 
parler. 

Reprenons  les  équations  (2),  (3);  (4),  (5)  qui  en  sont  la  consé- 
quence et  cherchons  à  satisfaire  en  outre  aux  équations 


(33) 


(34) 


d<x>l 

tfw2 

da>3 

rfw4 

X, 

=  a, 

dÏÏ[ 

-+-  as 

dF] 

-t-a, 

dïï; 

-t-a< 

SFy 

dm  1 

dio.2 

dto3 

(Yco1 

x5 

=  a. 

dFs 

4- a. 

'df, 

+  a. 

>d¥s 

-+-«j 

'ïtf: 

=  0. 

du>, 

+  P: 

doj.2 

+  P; 

dto:i 

+  P, 

f/co. 

V-i 

dT, 

'dYl 

'dFl 

'rfïT 

V-» 

=  P. 

dio, 

+  P2 

rfto2 
dF, 

+  % 

do>3 
dTh 

+  P< 

db). 

dFl 

SUB     LES    EQ1   ETIONS    DIFI  ÉREN  l  [ELI  ES.  il  , 

ta,,  tat,  ta3,  taf  étant  des  fonctions  de  F,,  !•',.  I':.  !•'..  F5  seulement.  On 
\<>ii  que,  si  l'on  peut  satisfaire  à  ces  équations,  les  équations  (2),  et  (3) 
ilc\  icnnenl 

a    -  a,  -, 1-  y.,  -r-2  -4-  a,  -^  ■+-  «i-r^, 

ilr  -  ,/,,■  ■'  dx  '  dx 

>■  >■■;::  •%'':,»■':;:;+- >.■;,;■ 

'•1  le  système  différentiel  1  1  1  esl  mis  sous  la  forme 

xtdta,  4-  a.,dta,  +  %3dta3  -+-  a.idtaA  =  o, 
3,  dta,  -t-  'j  ,</<<).,  ■+■  3:,  dta3  -+-  fi^/w.  =  o. 
Il  esl  satisfait  en  posant 

oj  ,  =  C, ,         co2  =  C3 ,         co:t  =  C, ,  w  ,  =  ('.,. 

C,,  C.,  C3,  C,  étanl  des  constantes.  Les  équations  précédentes  four- 
nissent quatre  des  quantités  x  comme  fonctions  des  deux  autres  el  de 
quatre  constantes  arbitraires.  On  a  un  système  d'intégrales  des  équa- 
tions différentielles  proposées  dans  le  cas  de  deux  variables  indépen- 
dantes renfermant  quatre  constantes  arbitraires.  Je  vais  chercher  à 
former  de  tels  s\  stèmes  (' ). 

Pour  que  les  équations  (33)  et  (34)  soient  satisfaites,  il  faut  en 
somme  satisfaire  à  des  équations  de  la  tonne 

(35)  X1H,  +  X1Hï-r-X,H,-r-X,H,  +  XIHi  =     o, 

I  36)  u.1Il,  +  uJL  +  ia:tII:)  +  !JL,II,i  +  |J,,II,  =  M, 

II,.  IL.  II.,.  II,,  II ,  étant  proportionnelles  à  des  l'une  lions  de  I", .   I  ' 
T  ..  V ..  I\  seulement.  Les  fonctions  ta,,  ta,,  ta3,  <■> ,  sonl  alors  quatre 
solutions  distinctes  de  l'équation 

t  1      do,  , .     (hn  .  .      r/w  .  .      du,  , .     du, 

H«  dF[  +  H*a%  +  H>dFl  +  H>,7ÏÏT  +  U'dv:,=  °5 

(')  On  peut  consulter  sur  cette  manière  de  transformer  en  général  un  sjstê 

.1  équations  de  Pfaff  le  savant  Mémoire  de  Biermann  :  Ueber  n  simultané  diffe- 
rential  Gleichungen  der  Form  -  Y,  ,da -,,  z=  o  (Schtôm.  Zeitschrift,  t.  \\\. 
i885,  p.  a3  i-2',  \. 

Journ.  de  Math.  ime  III.  —  Fasc.  I,  1897. 
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supposons,  par  exemple,  H,^net  posons 

H,_y  II*  _  v  "i_\  Ïïl-Y  • 

H,  —      -'  II,  ^  3,  H(  —  -v4,  ,,    —    v ,. 

les  équations  (35)  et  (36)  deviennent 

X,  -|-X2X2  +  X3X3  +  A4X.,  -f-  A,X,  =  o, 
(    )S  I  jJL,  -+-  [J.2  X,  +  a3  X,  -I-  U..  X,  -I-  [X5  X-  =  o. 

<  )n  en  tire 

A  (/.,)  +  A  (X2)X2  +  A  (X3)X3-f-A  (X4)X4+A  (X5)X5  =  o 
(39)      A2(X,)  +  Aî(X2)X2  +  Aï(X3)X,+A2(Xll)XJl+A2(X5)Xs  =  o 


A  (|i,)  +  A  ({jl2)X2  +  A  ([x3)Xs+A  ('ajX,  -h A  (<x,)Xr,  =  o 
,  [o)      Aî((x,)  +  A2((jl2)X2h-A!!([jl3)X,+Aï((jl4)X<+A!î([Jl5)X5  =  o 


(  le  la  posé,  adjoignons  aux  équations  (2)  et  (3)  les  suivantes  : 

XA(X,)  -t-  ^A((J.,)  +  a  A,  -Hp{ji,  =  o, 
.     ,  1  XA(X2)  +  (jLA((JL2)  +  aXâ-HP|A2=o, 

(40 

'    XA(X5)  +  aA(a5)  -+-  aX5  +  $u.:,=  o. 

Alors,  si  par  exemple  p.  est  différent  de  zéro,  le  système  (4o)  rentre 
dans  (37),  t  38  I  et  (39).  Déterminons  alors  X2,  X3,  X.,,  X,  par  les 

équations  (':)-  ).  (  38)  et  les  deux  premières  de  (  3o,).  De  la  première 
de  (   i<))  et  de  (37)  on  lire 

,  l2)         X2A(X2)  +  X8A(X3)  +  X4A(X4)  +  XsA(X5)  =  o; 

de  (  38)  et  de  la  première  de  (  \o)  on  tire 

(43  )  [i.2A|  X2)  +  u:1A(  X3  )  +  [A<A(X.,)  +  [asA(X5  )  =  «»; 
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des  deux  premières  de  |  3q)  on  tire 


5i 


(44)  A(X2)A(X2)4-A(X3)A(X3)  ,  Ai  a,>A(V>  4-A(X5)A<  \,i      o, 

cl  l'on  voil  que,  si  X2  , \  ,.  \ ,,  \    satisfaisaient  à  la  troisième  des  équa- 
tions i  li)  i,  on  aurail 

(45)  AVa,)AiY,>  t- AV/^AiV)  -  A2(X,)A(X.,)  +  A2()  i)A(X3)  =  o, 
'•i  les  équations  (  \i  ),  |  ]  '>  i.  |  ï  j),  <  (5)  montreraient  que  l'on  a 

A(X,)  =  o,         A(X3)  =  o,         A(X,)  =  o,         A(X5)  =  o, 
si  le  déterminanl 


À, 


X, 


A. 


A(X2)      A(X3)      At>.,.       Ai'/,) 
A2(X2)     A2(X3)     A2(X.,)     A2(X5) 


esl  différent  de  zéro.  Or,  pour  que  la  troisième  des  équations  (  \g) 
rentre  dans  l  >  »,  (  38  >  et  les  deux  premières  de  (  3g  i,  il  faut  et  il  suffil 
que  I  on  ail  l'équation  suivante 


(46) 


X., 


X, 


A, 


A, 


\{\)  A(X2)  A(X3)  A(X,)  A(X5) 
Ama,»  A2(X2)  A2(X3)  A2(XJ  A2(X5) 
A»(X,)     Aa(X2)     A;ia;»     A'(A;)     AS(X5) 


On  voil  en  somme  que,  si  ions  les  déterminants  obtenus  en  pre- 
iiiini  quatre  colonnes  dans  les  quatre  premières  lignes  du  détermi- 
nanl de  l'équation  (  \Ç>  )  ne  sonl  pas  nuls,  cette  équation  (  J6  i  sera  la 
rond  ii  ion  pour  que  l'on  puisse  déterminer  des  quantités  H,,  II,.  II. 
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11,.  H5donl  les  rapports  à  l'une  d'entre  elles  soient  fonctions  seulemenl 
de  F,\  1\.  Fs,  F,,  F5  satisfaisant  aux  équations  (35)  et  (36). 
Os  quantités  sont  alors  déterminées  pur  les  équations 

X,  II,  -f-  X,H,  +  X,II:I  -+-  X, H,  +  X5H5  =  o, 
a,  H,+  a.  Il  ,+  [JLSH34-[JL4H4  4-  U.-H- =  o, 

,  A  (X,)H,-t-A  (Xa)H,+A  (X3)H3+A  (X,)H4  +  A  (X5)H5=o, 
1  i:'    I  A2(>>1)H)+A!!(X:,)H2  +  A2(X,)Hs+A2(X1)H,4-A2(X5)H5=o. 

Nous  avons  en  somme  à  résoudre  le  système  des  équations  (2),  (3) 
d'où  résultent  (4)>  <  ">),  puis  (40  et  (4*3).  On  a  comme  inconnues 

>M,     À2,     X3,     X,,     X-, 
[J-i,      [^2,      (*ïj       [*«,      |J-„, 

F„     F„     F„     F,,     F5, 

X,      a,      a,      fi; 

les  quatre  dernières  inconnues  se  réduisant  à  trois,  on  a  en  tout  di\- 
Imil  fonctions  inconnues  et  pour  les  déterminer  douze  équations  (2) 
el  (  3),  cinq  équations  (4i)  et  une  équation  (46). 

Cherchons  à  résoudre  ce  système. 

Multiplions  la   première   des  équations  (fi)  par  -t-^j  la  seconde 

par  ' — -,  •  •  •  >  la  cinquième  par  -j-'  et  ajoutons;  il  viendra,  en  vertu  de 
1        dxi  '  l       a-Xi         J 

(6)  et  (7), 

i  [8  i       A, (Art,,  +  fj.6,-,)  -+-...+ A0(Xa,-8  -1-  u-l'i,;)  -+-  y.a,-+-  $b(=  o, 

équation  qui  en  contient  six.  Joignons-y  les  équations  (4)  et  (">).<  >n 
a  le  système 

A,(X<zM  +  \>-blt)  +...-+-  A,i(XuIG+  \t-bl(.)  -h  ma,  ■+-  $bK  =  o, 

A,(  Xa„,  -t-  u./>,,,  )+>..+  A0(Xa66  -+-  ah,,,,  )  -t-  xa6  -+-  |3/>,,  =  o, 
—  ",A,  —  fl,,A,;  =  <>. 

-b,  A,  -6flAB  =  o: 
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on  a  huit  équations  homogènes  à  huil   inconnues  qui  ne  sonl  autres 
que  les  équations  (  20  >  <>ù  —  y  et  —  0  sont  remplacés  par  a  el  '). 

On  aura  doue  l'équation  (1  1  > qui  donnera  deux  valeurs  pour  le  rap- 
port -■  Les  équations  se  réduisent  alors  à  six  distinctes  el  l'on  a  les 
formules  (  27  »  pour  deux  systèmes  de  valeurs  de  A, A,.. 


i>        1  .,.>.  . 

I  m ii-  la  première  racine  en  -  <>n  aura  le  système 

','■ 

A,-t-ct)B,,         Aj+gûBo,         ...,  \,  -h  colî,;. 

eu  étant  arbitraire,  el  pour  la  seconde  racine  le  système 

C,  +  co'Dn         C2  +  a)'D2,         ...,         C0 -i- co'D  . 

oj  étanl  arbitraire.  Remarquons  que  l'on  aies  identités 

a,  A,  +a2A2-i-...-4-a0A(i  =  o,  a,C,  +  a2C2-K..-i-  a6C0=  o, 

A,  A, -+-/>, A,  + ...  +  è8 A„=  o,  6, C,  +  //„ C,  +  ...  +  £„< '  =  o, 

a,  B,  -f-«2 B2  h-  . . .  -i-ac  B„  =  0,  a,  D,  +a2 D, ■+- . . .  -4-acD„  =  o, 

&<B,+62B2+...+ècB6  =  o,  6,D1+62D2+...  +  66D0=o. 

II  csi  aiséde  voir  que  si  l'on  pouvait  déterminer  u>  et  w'  de  façon  que 
1rs  équations 

2(A  +  coB)^=o, 


2(C+»'D)*=o, 


aient  quatre  solutions  communes,  la  question  sérail  résolue,  car  l> 
équations 


Y   du, 

-K, 

. .  -i-  X„  -j-!-  =ri. 
d  .1 , 

d^ 

^'d.v, 

-K . 

.+  X.,  .  -  =0, 

\        dw  ; 

'  '1  '  \ 

-+-. . 

,/.., 
V/,, 

■+-. 

■■+X«^=0' 

\,  a, 

-h. . 

Y   a,    =<>. 

3 |  DUPORT. 

où  co, ,  co,,  co  ..  o).  désignent  ces  quatre  solutions  communes  et  \,,  . . ., 

\.    îles  inconnues,   sont  satisfaites  pour  les  valeurs  A,-i-coB , 

A,, -t- toli,,  d'une  part  et  (',4-oj'D,,  ...,  C6  +  to'D6  d'autre  pari.  Ces 
deux  s\  sternes  sont  distincts  :  sans  cela  on  serait  dans  le  cas  particulier 
où  l'équation  (n)  est  identique.  Donc  dans  le  Tableau 


dta , 

•hi 

rfc. 

dx& 

rfw, 

dttit 

17, 

rfx6 

(/(H      ; 

dta3 

d^t 

dxe 

do,,. 

cAo; 

dx. 

dxZ 

ions  les  déterminants  obtenus  en  supprimant  une  colonne  sont  nuls.  Il 
en  esi  de  même  si  l'on  remplace  lésa  par  les  b.  On  voit  donc  que  l'on 
retombe  sur  les  équations  qui  définiraient  les  fonctions  co,,  co.,,  co, ,  <■>.. 

8.  Nous  verrons  plus  tard  les  équations  qui  lient  les  quantités  co 
et  co';  pour  le  moment  nous  allons  faire  voir  cpie  l'on  obtient  de  nou- 
veaux cas  d'intégration  lorsque  les  équations 


2à      dx  =  °' 


VB 


qui  ne  sont  autres  que  les  équations  (32),  ont  une  ou  deux  solutions 
communes. 

Soit,  en  effet,  F.,  une  solution  commune  des  équations  précédentes. 
Le  système  (i  )  étant  supposé  ramené  à  la  forme  (it>) 

A,dy,  4-  A,'/r,  +  A:,c/r;,  +  A.,dv,  4-  Asdys  =  o, 
I!,  dy,  4-  B2  i/y.,  4-  B3  dy3  4-  B.,  dyk  4-  B5  dys  =  o, 

où  les  A  sont  seulemenl  fonctions  de y„  ...,ys\  la  fonction  F3  sera 
une  fonction  de  y v,.    „ 
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<  )n  peul  toujours  ramener  la  première  de  ers  équations  à  la  formi 

dF3-  FAdF,  -  F5dF2=o. 
i  >n  aurait  à  satisfaire  aux  équations 

dV,        .,    rfF,        ..,    dV, 

ily  dv  il\ 

Or  nous  avons  vu  (voir  Revue  bourguignonne  de  l'Enseignement 
supérieur,  t.  \.  Mémoire  sur  les  équations  différentielles,  Chap.  [V) 
que  l'on  peul  résoudre  ces  équations  «mi  prenant  arbitrairement  X  el 
qu'alors  F,  est  une  solution  qui  peul  être  quelconque  d'une  équation 

.,  dY  ,,  dV         ., 

où  les  quantités  A' contiennent  /.  el  ses  dérivées  premières.  Il  suffira 
donc  de  déterminer  X  de  façon  à  satisfaire  à  l'équation  précédente, 
F  ayant  la  valeur  F3.  Le  système  |  i6)  se  ramènera  à  la  forme 

l   '/":,  -  s,dz,  —  z,<Jz.,  =  o, 
(  io) 

(   c,  </:.,  -+-  c^dZi  +  c,  as,  -+-  csdz  .  =  o, 

en  désignant  F,,  F,,  F.,  F,.  F5  par  r,,  s„,  s3,  -..  -,.  Nous  avons  vu 
que  dans  ce  cas  les  équations  (  32  )  deviennenl 

,/F           dv       ,                      d¥           dv  dv 

en \-  '',-, H  {cizl-h  c5s5)-j c,  -j c2  t—  =  o, 

rfF 

Ces  équations  doivent  admettre  la  solution  commune 

F  =  s,. 

On  devra  donc  avoir 

'"s  -i  +  cizi  =  o. 

<  )n  peut  prendre 


>6  DUPORT. 

el  1rs  équations  (  5o  )  deviennent 

(h:i  —  :■■  (h,  —  :^  ch.,  =  o, 
c,  (tzt  -+-  c.dz,  -+-  :.  (h,-  —  :■  t(/z.  =  o. 

Elles  sonl  évidemment  satisfaites  en  posant 

c,+c,/'(zi)-«;a«.)  =  o- 

On  tire  de  la  dernière  zs  et  l'on  a  bien  un  système  de  solutions  à  deux 
variables  indépendantes  dont  l'une  est  zB  renfermant  une  constante 
et  une  fonction  arbitraire. 

Dans  la  pratique,  les  équations  t  3a)  axant  une  solution  commune 
!•'..  on  posera 

l-:,  =  C; 

on  tirera  de  cette  équation  la  valeur  de  l'une  des  quantités  x.  Le  sys- 
tème (  i  )  se  transformera  alors  en  un  système  de  deux  équations  de 
même  forme  à  cinq  variables  arbitraires.  Se  rapportant  au  Mémoire 
précité  (  Revue  bourguignonne  (/>■  l'Enseignement  supérieur,  t.  ^  , 
n"  1.  Chap.  \  ).  on  sera  dans  le  cas  où  ce  système  admet  un  système 
de  solutions  renfermant  une  fonction  arbitraire,  quel  que  soit  C.  Ce 
cas  d'intégration  parait  être  nouveau. 

Cela  posé,  éludions  le  cas  où  les  équations  (3-i)  ont  deux  solutions 
communes  distinctes.  Dans  ce  cas,  on  voit  que,  si  l'on  désigne  par  F, 
el  Fs  ces  deux  solutions,  on  peut  trouver  un  système  renfermant  une 
fonction  arbitraire  en  posant 

F.=/(F,), 
/étant  une  fonction  arbitraire.  Posons  alors 
Ft  =  a,         F,  =  /(». 
De  ces  équations  nous  tirerons  deux  des  quantités  x  en  fonction  des 
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autres  el  de  a..  Nous  préciserons  la  fonction  /i  x  )  el  le  système  (i)  se 
transformera  en  un  système  de  deux  équations  à  cinq  variables  (Mé- 
moire précité,  Chap.  \  ),quiauraun  système  de  solutions  renfermanl 
une  fonction  arbitraire. 

.le  (lis  que  ce  procédé  donne  toutes  les  solutions  <\\i  système  i  i  i. 
En  effet,  nous  .indus  vu  que  si  1rs  équations 

10,   =:   C,  ,  C0._,  =   C2,  <<>  :,  =   C3,  Ctfj,  =    C, 

représentent  un  système  de  solutions  renfermanl  quatre  constantes 
arbitraires,  les  fonctions  con  co2,  &)3,  u4  sont  des  solutions  de  l'équation 

eu  étant  convenablement  choisie.  Soient  alors  trois  solutions  $,,  i>., 
«F,  formant  avec  F,  el  I\,  un  système  distinct;  on  aura 

(^/.(F,^,*,,*,,*,),         co2=/2,         o>3  =  /3,         go,=/„ 

et  les  équations 

oj,  — C,,         co.,  =  C2,         co:i=C3,         w.  =  C., 

donnent,  en  éliminant  $,,  <I>2,  <&3,  une  équation  de  la  forme 

H(F(,F2,  C1,C2,C3,c,)  =  o, 

ce  i|iii  montre  bien  que  F2  est  une  fonction  de  F,. 

On  peut  donner  de  celle  proposition  une  autre  démonstration  qui 
t'ait  voir  plus  clairement  le  résultat  précédent. 

Ramenons,  comme  dans  le  cas  où  les  équations  i  32  )  ont  une  solu- 
tion commune,  le  système  à  la  forme 

dzt —  c,  dz{  —  z  ,dz,2  —  o, 
C,  dz{  —  r.tlz.    ■-  z  ,ilz  ,  — -  z.tlz  ,     -  o. 

Les  coefficients  c,,  c,  qui  contiennent  ze  seront  liés  par  la  relation 

dp        _  dF  rfF        r   dF  _ 

''  ■  dz{  "K  ilz-.  '  </: ,  ~  il'-.  ' 
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F  étant  la  seconde  solution  commune  des  équations  (  32  )  et,  par  suite, 
ne  contenant  pas  -„. 

On  satisfera  à  l'équation 

(/:.  —  zidz(  —  zs  dz2    -  o, 

en  prenant  pour  z3  une  fonction  quelconque  de  :-,  et  z2  et  posant 

_  dss  _     _   r/£s 

■'i"~  cfc,'  5  —  rfs," 

L'équation 

c,  r/r,  —  e2dss  +  :■ .,  cfe,  —  r.  c/r,  =  o 
donne  alors 

.....  -.i  .  •  «'F     i  i  ^F 

multiplions  la  première  de  ces  équations  par  -.— ,  la  seconde  par  -p- 

et  ajoutons;  on  aura 

d¥  d¥         o'F  /      dz,  _       dz^X    ,dF(      dz,  _       dzA  _ 

Z'  dz,        Z*  dz,  +  dz,  \  " *  dz.        Z\dz,)  +  dzs  \  " :'  dzs        Z  s  dz2  I  —  °' 


Y/F         dj^dz,         dF  dz,,        d¥  dz-, 

"'■'  \dst         dz3  dzt         dz,  dzt         dzt  dzY 

/r/F         dF_  dz,         rfF  rf^         r/F  rfsj 

(  lette  équation  montre  que  F  est  une  fonction  de  zs. 
Le  système  proposé  pourra  dès  lors  être  remplacé  par  le  suivant 

et  l'une  des  deux  équations 
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De  l'une  des  deux  dernières  on  tirera  s„;  on  satisfera  aux  premières, 
'•n  précisanl  la  fonction^  -,  ),  par  des  formules 

•  (*„*„*„?)       ?(P),        %       ?'(P'). 

(  >n  peul  donc  dans  ce  cas  obtenir  toutes  les  solutions  du  s\  stème  i  i  ) 
par  l'intégration  d'équations  différentielles  ordinaires. 

9.   Revenons  maintenant  au  cas  général. 

linons  reste  à  former  l'équation  i  '(6).  On  peul  la  mettre  sous  la 
forme 

A'  (X)  :       '/A"!   >.  )  -+-  hl<  ').  I  +   <■•).    -  ,/'/.. 

X  désignant  l'une  des  quantités  X,,  X2 /.,  et  a,  A,  c,  '/  des  fonc- 
tions convenables.  Multiplions-la  par  '-■    el  ajoutons  les  cinq  équations 

ainsi  obtenues,  X  et   F  ayanl   successivement  les  indices  i,  2,  ...,  5. 

(  )n  aura 


2^  '  £— 2*-w£+*24(»)Sf2i'£  +  ^2» 


où  lesigne2  porte  sur  les  quantités  X,  [x  et  1-'.  On  aura  six  équations 
semblables  en  donnanl  successivemenl  à  la  lettre  x  les  indices  1, 
2,  .  ..,6  et  l'on  voit  que  l'on  a  à  annuler  tons  les  déterminants  du 
Tableau 

2*£  2^£  2*w£  2*"W=i  2*w£ 
,  2*£  2^  2*«£;  2*-w£  2*w£ 


2>-"  2^:;  2*w£  2*w£  24-w* 

qui  se  réduisent  à  une  seule  équation. 

On  a 

2X^     ""       2>S     /;- 


6o  DUPOIiT. 

puis 

V  A (  X)  ~-  =  A,  atl  -*-  \2 arl  +...-+-  A, «,-„ , 

où 

A,  =  A,  -+-  wB(.         ...,         A6=A6+(oB6, 

en  se  servant  d'une  des  racines  de  l'équation  (n)  en  -  et,  par  suite, 


Remarquons  que  Ton  a  identiquement 

S(A  +  uB)(R  +  mSJ  =  o, 
c'est-à-dire  séparément 

SAR  =  o,         EBS  =  o,         S(AS  +  BR)  =  o. 

Remarquons  encore  que,  dans  le  cas  où  Inéquation  en  -  a  ses  racines 

distinctes,  on  aurait  en  multipliant  l'équation  (52)  par  C;  —  co'D,-  et 
ajoutant  en  donnant  à  /les  valeurs  1,2,...,  <i,  la  formule 

S(C-f-o>'D)(R-+-G>S)  =  b. 

Cette  équation  est  une  identité  et  ne  donne  aucune  relation  entre 

W  el  oj'. 

En  effet,  désignons  pour  abréger  C.-t-  w'D  par  A'.  Soient  A,  et  u., 
les  valeurs  de  X  el  u.  pour  le  système  A  =  A  -t-  uB,  et  X2  et  p.,  les  valeurs 
de  X  et  u.  pour  le  système  A'.  Si  l'on  multiplie  les  équations  (  (8  )  où  X 
et  u.  sont  remplacés  par  a,  et  a,  par  A',,  . .  .,  A'6  et  que  l'on  ajoute,  il 
viendra 

X;Ea,v(A;.A;  -  A)  A,  )  +  u.I/^A;  A,  -  A)  A,  )  =  ... 

I  >e  même  si,  dans  ces  équations  (  j8  ),  l'on  remplace  les  A  par  A  et  X 
et  p.  par  X,  et  p.2,  puis  qu'on  les  multiplie  par  A  et  qu'on  ajoute,  il 
vient 

/ .,!",,<  a;  a,  -  s]  a,  1 4-  p.226i7(  a;  a,  -  a;  a,  >  =  o. 
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(  >n  aura  donc  séparémenl 

Sa,7(A;.A;-A;.A,-)  =  o,         I/>„<A;A,      A}  A,)      o; 

la  première  de  ces  équations  peut  s'écrire 

£<  I!  4  mS)(C  +  û)'D)  =  o, 

qui  a  donc  bien  heu  quels  que  soienl  oj  et  w'.  (  )n  aura  séparémenl 

2RC  =  o,         2RD  =  o,         2SC  =  o,         SSD  =  o. 

(  *n  voit  que,  si  l'on  t'ait  tendre  la  seconde  racine  de  l'équation  (  i  i  i 
vers  la  première,  on  a  alors  au  lieu  de  la  relation 

£<  VS+  BR)  =  o, 
séparémenl 

SAS  =  o,         2BR  =  o. 

Inversement,  je  dis  que,  si  Fou  a 

£AS  =  o, 

l'équation  a  une  racine  double.  Supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  (  >n 
aurait  les  relations 

EXR  =  o,         SXS  =  o, 

qui  seraient  satisfaites  pour  les  valeurs  A,  B,  C,  D  données  aux  quan- 
tités V  Les  systèmes  A,  B,  C,  D  ne  seraient  dune  pas  distincts  et  l'on 
serait  alors  dans  le  cas  où  l'équation  est  identique,  auquel  cas  la  con- 
dition d'égalité  des  racines  est  bien  satisfaite. 

Revenons  maintenant  à  la  suite  de  la  détermination  des  coefGcients 
de  l'équation  (  n  ).  Posons  pour  cela 

I!  —  coS       r. 

(  )n  aura 
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De  même  que  ces  équations  onl  été  tirées  de 

a  —  >  À  -^ 


on  en  tirera 

,  53  ) 

puis,  de  ces  équations 

i  54)  2A30)S;  =*/iA,  +  ..-  +  »,-.A.  =  «i 

.1  l'équation  (5i)  est  un  des  déterminants  du  Tableau 


VAmX»;^  =r/1A,+...+  r/iAi 


f/F 


l  55  , 


a,      l>,      r,      -v,      l, 
a,     è2     r2     s,     £2 


|  «<.,     be     r6     .s„     /,-, 

Remarquons  que  l'on  a  identiquement,  c'est-à-dire  quel  que  soit  w, 

2sA  =  o,        2*A=o, 

les  termes  se  détruisant  deux  à  deux  dans  ces  équations.  Comme  on 
avait  déjà  les  relations 

!a\  =  o,  26A  =  o,  2/A  =  o, 

on  voil  que  les  équations  (55)  se  réduisent  bien  à  une. 

10.    Remarquons  d'abord  que  cette  équation  ne  donne  la  solution 
cherchée  que  dans  le  cas  où  tous  les  déterminants  du  Tableau 


A., 


A-, 

f*4 


A(X,)       Ai"/.,)       A<>,:,  )       A(AV  .       A.  A.) 
A-. /.,»     A2(X2)     A'Va:i>     A2(X,)     A2(A5) 
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H''  sonl  pas  nuls,  c'est-à-dire  quand  tous  les  déterminants  du  Tableau 


"l  <<  1  ",  "l  ",  O,; 

A,  A.,  /,:  h,  h,  h„ 

l\  r.,  r3  f\  i-,  /,; 

S.  s.,  .v,  s,  -v,  .v,. 


ne  sonl  pas  nuls.  Voyons  ce  qui  arrive  dans  ce  cas.  <  >n  peui  alors 
satisfaire  aux  équations  {3~)  et  (38)  en  prenant  arbitrairement  l'une 
.les  quantités  V.  \  ,,  \,,  \,  comme  solution  de  l'équation  A(  F  i 
c'est-à-dire  que  l'on  peut  prendre  arbitrairement  l'une  des  fonctions 
&),,  tu,,  oj:!.  w4  comme  solution  de  cette  équation.  Mais  il  est  préférable 
de  présenter  de  la  manière  suivante  les  solutions  que  Ton  obtient  dans 
ce  cas.  En  somme,  les  déterminants  «les  deux  Tableaux  suivants  sont 
nuls 

X,  }.._,  /,.,  Xs  /  ; 

A(X.)     A(X2)     A(X3)     A(X4)     A./.,) 

U-|  U-2  [J-,  l^i  [-'•;, 

Ai  <j.,  !     Al  [i2  i     A<  [i,  i     Ai  y.,  i     A,  [*,  i 

X,  Xo  A;,  /..,  )      | 

A(X()     'A(X2)      A(X3)      A(X.,)      A(XS) 

u,  u...  [j.,  [X4  [x5 

A2(X.)     A2(X2)     A2(X3)     A2(X4)     A2(X5) 


On  aura  donc  les  relations,  A  étant  Tune  des  quantités  >. >.-, 


Ai  >j.  I       aX  h-  3a  +  YA(X),  A2(X)  =  a' A    •■  3  u.    F  7  Ai  A  », 


on  en  tire 


A1:  "/.  i       a' A  +  3"A(X  1   -   y"A2i  >  >. 
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Donc,  tous  hs  déterminants  du  Tableau 

X,  A,,  Xa  X4  A  5 

A(X()      A(X2)      A(X3)      A(X4)      A(X5) 

A2(Xt)    A2(X2)    A2(X3)    A2(X4)     A2(X5) 

A3(X.)     A3(X2)     A3(X3)     A'(Xj     A3(X5) 

sont,  nuls. 

Prenons  par  exemple  l'un  de  ces  déterminants.  On  aura 

A.,  =  m'kf  -+-  n~k.2  -+-pX3j 
A(X/)  =  mA(X()  +  reA(X2)  ■+-  pA(X3  ), 
A-(X,)  =  mA2(X()  +  «A2(X2)  -+-pAa(X:1), 
A3(X.,)  =  iî»A'(X,)  +  raA3(X2)  +pA3(X3  ). 

On  tire  de  ces  équations 

A(m)  =  o,         A(re)=o,         AQo)  =  o; 

on  pourra  donc,  en  général,  poser 

X,  =  m{  kt  +  n,  k2  -h  p ,  k3 , 


X3  =  ot3A',  4-  nji2  -+-  p5Ar,, 


les  quantités  /??,,  //,,  />,,  .  ..,  ms,  n5,  />5  étant  des  fonctions  seulement 
de  F,,  F,,  . . .,  F5.  On  a  ensuite 

(7.,  =  m,  A,  '-+-  n,  h2  -+-  p ,  h , , 

jjl-  =  m .., /> ,  -t-  // ., // 2  -4-  /?-, /* 3 . 

<  )n  voil  qu'alors  le  système  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/, ,  ^  md¥  +  k.2  2  ndF  +  k,  ^pd¥  =  o, 

i  i  i 

S  5 

h ,  v  m de  +  à2<2  «^/F  h-  *•  2  iul¥  =  °- 
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Elles  sonl  évidemmenl  satisfaites  avec  deux  variables  indépendantes 

'•Il  posant 

>  m (IV      o,         ^  nd¥=o,        VprfF  =  o, 

i  i  i 

cpii  comportenl  une  fonction  arbitraire  (voir  Mémoire  précité,  Cha- 
pitre VI  ). 

Cherchons  maintenant  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les 
coefficients  des  équations  (  i  )  pour  que  l'on  se  trouve  dans  ce  cas  par- 
ticulier. 

Il  faul  el  il  suffit  que  l'un  puisse  déterminera),  [mis  des  quantités 
m,  n.  />,  de  façon  que  Ion  ail 

.y,  =  ni  r,  -+-  n  Ij,  -+-  p  </,-. 

Supposons  d'abord  que  l'équation  (n)  ait  ses  racines  distinctes.  <  >n 
aura 

2Cs  =  o,        ÏD4—0, 

et  inversement  on  voit  aisément  que  ces  conditions  sont  suffisantes. 
On  a 

s,=  A,/-,,  -4-A2/v2-t-  ...  -f-A6/'/6, 
=  A,^7i  R,+  S,tu)-t-  ...  -r-A6^-(R,-T-S,a>) 

-A,^  (R.-t-S.w)-  ...  -A65-i  R6-f-S6co), 

=  U#  +  S,-A(w)  — 2AS^, 

■'  ' , 

I     étant  une  fonction  du  second  degré  de  w.  On  aura  donc 

|  IC.v  =  ICI    -ZASZC^  =o, 
(56)  '' 

f  ïDs^IIH    -SASSD^  =o. 

Si  ees  deux  équations  ont  une  solution  commune,  cette  solution 

Joii/n.  de    Math.   <  ■    série      tome  III.   —  Fasc.  I.  1897.  9 
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fournira  une  équation 


2(A  +  wB)^-=o, 

(l.r 


dont  cinq  solutions  distinctes  seront  les  fonctions  F,,  F2,  . . .,  F3. 
Le  cas  où  l'équation  (u)  a  une  racine  double  sera  étudié  plus  tard. 

11.  Écartons  maintenant  ce  cas,  c'est-à-dire  supposons  co  différent 
(l'une  solution  commune  des  équations  (56)  et  reprenons  l'équation 
|  ï5  ).  Calculons  pour  cela  les  quantités  /. 

<  )n  a 

/,=  A,.s-,-,  -I-  ...  -+-A6S;6, 

.     ds:  t     dsi         a     ds,  .     dse 

=  A>dt+--'+A*dïl-^7tei-----A°di;i> 

=  A  r^'  +  ^^+piA(W)  +  S,/:(Aa>)-/-(SAS)^-2:AS^|-l+. 

'  |  rfj-,  do>    d.v,         dx,  'dxtK  f/.r,  J  dxt  dxtdx^\ 

H-  A,     -r-1  +  -7-  -j h  -j-^Afco)  -t-  lSi-J—{A(x>)  —  t-   SA3)j iASj — -r— 

.     efe,  _  A   f^ 

ou  bien,  en  posant 

IAS  =  1. 

r.  =  Al^  +  ...+A.^'  +  ^lA(co)4-A(S,)A((o)  +  S,À>)  -A(I)-^  -  IA  /  ' 

'  '    //  »'  /fi  /fi»  y  CI.JC  : 


1  \dxt  du    (/j-,         '/',  '  dxi1  '        dxj  dx,  djrxdxi\ 

A,       -r-5   -1 7-     j h  -T-5  A    CO  )  -I-  S0  -j—     A     CO  )       —    -t—   -, l   T -7—      > 

°L^a-,  rfw    dxt         ekr,  V/,1  '         dxi  dx6  dx6d.r,\ 


|.  =  V,-+  F ^1  -+-  T, A('co )  +  S,  A2 (co)  -  I  -.—  [A(co )  | , 


ou  bien 

dxt  du 

V,-,  I',  T,  étant  des  fonctions  du  troisième,  du  second  et  du  premier 
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degré  en  (a.  L'équation  l  55  i  devient  alors 

a,  bx    R,  +  S,w  U,  +  S,A((o)      I  '/"'    Y.  +  I^-  +T1Alw.  +  S1Aïuo)-l-^-L\<<.J)| 

>t  i ,  axx  -  dx\  '  ' 

".  K   Ro  +  S6to   Uc4-S,A(a>)      l-~    Ve+rJ^+T6A(ûj)  +  S6A2(a>)-I^[A(co)| 


Les  équations 


*  =  ZA2(X)^,        /  =  IAV/.  )';' 


montrenl  que  l'on  a,  en  posant  comme  il  a  été  t'ait. 

C  +  w'D  =  A. 
les  relations 

IA'.v  =  o,  IA7  =  o, 

c'est-à-dire 

I  IA  I    -  lA'(V)  =  o, 
1  SA'V-f  l'A'(w)  +  A(w)ZTA'-IA'A(a>). 
Les  relations 
I«A=o,  I/>A'=o,  IrA'  =  o,  EsA'=o,  I/A'=o. 

jointe?  à 
Ir/A  =  o,         S6A  =  o,         ErA  =  o,         I.çA  =  o.         ï/A  =  o. 

montrent  que  les  équations  (  67  »  peuvent  remplacer  (55);  u'  \  entre  au 
premier  degré;  en  l'éliminant,  on  en  tire  l'équation  en  w 

..   scu-iscS   i,:n  ^  a i(  ■  ^c^[M.)] 

i  »a  i  - — —  =  —  — - —  — 

2DU— I2D  ","         SDY  +  1'SD^-    4(ai)sDT— ISD-^-rA(u>)l 

tir  de  il  r  ' 

Celte  équation,  (pii  peut  remplacer  les  équations  (55),  esl  toujours 
«lu  second  ordre. 
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Reprenons  l'équation 

SA'U—  IA'(t»)  =  o. 
< )n  aurait  de  même 

EAU'—  JA(cd')  =  o, 
en  posant 

11).  +  S)  oj'  =  r't  =  A',  a,-,  -+-  • . .  -t-  A'6a/6, 

U'  -+-  S!- A' (g»')  —  J  ^-  =  s'  =  A'  /•'  ■+-...  -t-  A'  r'/. . 

J  =  SCS'. 
La  première  donne 

ïCU-IïC^ 

,                                  ax 
co  = -j-  ; 

SDU-I2D^ 

r/.r 

en  portant  cette  valeur  dans  la  seconde,  on  a  une  équation  du  second 
ordre  qui  ne  peut  être  autre  que  (58).  Donc,  les  équations 

(  SA'U  -  IA'(w)  =  o, 
5q  | 

(  SAU'-JA(o)')=o 

sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  équations 

E(A  +  <dB)5-  =o, 

I(C  +  »'D)£=o 

forment  un  système  complet.  I  et  J,  étant  tous  deux  la  condition  pour 
que  l'équation  (î  i)  ait  une  racine  double,  ne  peuvent  différer  que  par 
une  constante. 

Je  vais  maintenant  m'occuper  de  la  construction  des  développements 
en  série  des  intégrales  du  système  (  i  ),  question  qui  peut  offrir  un  cer- 
tain intérêt. 

Soient 

i'"' :•'■,-  '■; '',-.  )  =  «j 

$(a?n  x.2,  ...,  xt)  =  v 
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les  variables  indépendantes.  <  h\  a  les  équations 

Zad.r  =  o, 
"Lbdx 
I(R  -+-  (x>S)dx  =  o, 
I(R'+w'S'u/./=o. 

Ces  quatre  équations  onl  deux  systèmes  de  solutions  qui  mu  il 

A,  -f-  ojB,,    —  A0  +  coB,;, 
C,-f-o)'D, C0  -+-  co'Df). 


(  )n  aura  donc 


1  >n  en  tire 


~  =  X(A  ■-+-  wB)  -+-  u.(C  +  w'D"), 
—  =  a  (  A  -f-  coB)  -j-  a'  (  C  +  w'  I  )  ) . 


i  =  XA(F)  -i-  a\'(  F  i,  o  =  XA($  )  +  fAA'($), 

o  =  X'A(F)  -f-  [a'A'<  F),  i  =  X'A<  $  )  +  [a'A'($  », 

d'où 

A'(f)  -.,_  A'(F)  -A(4>)  ,         A,l 

A  =  -g-,  A  -        -g-,  [X  -  — jj— >  [i.  =  -g-  ■ 

avec 

H  =  A(F)A'($)  —  A(*)A'(F). 

<  >n  mira  de  même  pour  les  fondions  co  cl  to 

-^  =  XA<  '.>  )  +  [jlA'(  to  »,         "^  =  XA(w'  )  +  u.A'1  w  i. 

'-£-  =  X'A<  u  )  +  u  A'(w),         ^  =  A  Ai  co  )  ■+-  u  A  i  w   i, 
d'où 

.       ,*  rfu  .  du) 


7" 


On  remplacera  dans  ces  équations  A (a>')  el  A'(co)  par  les  valeurs 

fournies  par  les  équations  (5g  )  et  Ton  aura  le  système  suivant  : 


dx, 

du 


=  /.(#!> '",;•  ">,  &>')) 


£&E 


7777  =ft(x ''>••  w-  w  K 


r/.r 


^  —  Ot(Xn  .  .  .,  ./■,.,,  OJ,  Oj'  |, 


=     Ç,,;   (     ■'',,      .     .     .,     X6,      Cl),     0)'), 

=  //M  x, ,  . . . ,  .r,:,  oj,  to'  )  -(-  //  (x 


.rc,  oj,  oj  )-^: 


rfw' 


,Nrfu' 


^  =/>(•'• ,  X0,CD,  Ci)')  -t- </('./■ /■„,  OJ,  W)-^ 

Si  l'on  se  donne  pour  les  valeurs  initiales  de  //  et  de  v  celles  de 
./•( #■,.,,  ce  qui  n'en  fait  que  quatre  d'arbitraires,  puis  les  fonc- 
tions tu  et  oj  de  v  pour  la  valeur  initiale  de  u,  on  peut  construire  les 
développements  en  série  qui  seront  convergents. 

La  solution  comporte  donc  deux  fonctions  arbitraires  d'une  va- 
riable (  '  ). 

12.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du  cas  de  la  racine 
double. 

(  )n  a  d'abord  à  voir  si  l'on  peut  annuler  tous  les  déterminants  du 

Tableau 

a,  a.,      ...      a0 

b,  b,      ...      b* 


■  '  i   Les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  de  ce  genre  ont  été  étu- 
diés dans  II-  savant  Traite  d'Analyse  de  M.  Méray,  I.  I,  Chap.  XII. 
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c'est-à-dire  ici 


(60) 


a,  a,  n,  a{  a,  h,, 

bt  b,  h,  /,,  b,  h„ 

H.  +  S.w        R2-|-S2w        Rj  +  SjW        I!.,  t  -S.,co        R5-t-S5(o        l!,;    -  S„w 
U,  +  S,A(a>)   I  ,-f-S,A(co)  U,  +  S3A(o))  I  ,-+-S,A(w)  I  5h-S5A(o>)  U0-i-S6A(to) 

Si  tous  ces  déterminants  -oui   nuls,  nu  aura,  ?..  3.  7  étanl  conve- 
nablement choisis, 


<  )n  en  tire 
(61) 


!     1-  SA(  co  i  =  oca  +  V>  4-  y(  H  -+-  c»S  1. 

EAU  =0.         IBl  =0; 

on  a 

I"  =  L  +  Mm  —  Nw2, 
et  l'on  a  les  relations 

2AL  =  o,       E(BL  +  AM)  =  o,       E(AN  +  BM)  =  o,       2BN  =  o. 

1  .es  équations  (61)  deviennent 

œEAM  -f(o22AN  =  o, 
EBL  -hûj  EBM  =  o. 

Elles  fournissent  pourcouneet  une  seule  valeur.  Les  équations  (rio) 
se  réduisent  alors  à  une  qui  est  la  condition  cherchée. 

Considérons  maintenant  le  cas  tout  à  fait  général  el  vo\  ons  si  l'équa- 
tion en  «  esi  du  second  ordre  ;  c'est 

a,     />,     B,  +  S,  m     U,  +  S,  A(û>)     V,  +  I'  '-'—  -+-  T,  Ai  u  )  -+-  S,  Aa 


«c     be     R6  +  Setù     U04-S8A(w)     \„  -tl'j-   h-T8A((o)  t- S6A5 


Les  termes  en  A2(  w  )  soûl  les  déterminants  du  Tableau 


«\  a<  a\\         a\  a:,  a6 

bi      h      (>,      h,      bs      b6 
11,      R2     R3      R„     Il,     Rf, 

S,    s,    s.,    s,,    s5    s,. 
I  ,    u2    l  ,    U,    l  ,    u0 

Si  tous  ces  déterminants  étaient  nuls,  on  pourrait  déterminer  a,  [3, 
Y,  S  tels  que  Fou  ait 

1    =  %a  -+-  [i/>  -+-  7  II  +  SS. 
(  )u  en  tirerait 

SAU  =  i.,         2BU  =  o. 

,1e  vais  démontrer  que  dans  ce  cas  l'équation  (n)  est  identique. 
Pour  cela  nous  supposerons  le  système  (  i  )  ramené  à  la  forme 

dz3  —  z.,  dz{  —  zsdz2  =  o, 
c,  dz{  -+-  c2  dz2  -+-  r,  dz.  -+-  C-  dz  ,  =  <>. 


(  )n  a  trouvé 

A,=         >„ 

A.  =-  c,, 

H,=      o,  B2  = 

li,  =      o,  B,  = 

(  )n  a  ensuite 


A2  =      c5,         A3  =  c4z<  4-  c5zs, 
A5  =  -c2,         A8  =  o, 

Ba  =  o, 

B„  =  i . 


/  (/c,         '/t'-A  '/<-•,  ,  de,         dcL\  i  de,         de* 


S,    : 

R2 

S.,    : 


rfc, 


de. 


x  /  rfc,  de. 


d7,~  7Î71 
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Kdc,  de,  de.  de-, 

dz3  dz,  dz3  dz3    " 

S3  =  o, 

R  /de,         dct\  (  de;         dc2\  de,,  .         /de,         d<  ■,. 

O        dC; 

5  4    —     TT  ' 

o  /rfc5         rfc,\  /rfc5         dc,\  de  s  /  ■.         /dcs         dCi\ 

C      _   rfcS 

R<^c,  rfc.  de-.  de 

rfs«  «s«  «-«  dz6    -' 

S8  =  O. 

Formons  l'expression  S  BU  =  o;  elle  se  réduit  à  U6  =  o.  On  a 

U9  =  Alr,1-f-...  +  A,r„. 
On  a,  dans  le  cas  de  la  racine  double, 
R6=o; 
comme  SG  est  nul,  on  a  en  somme  i\  =  o,  et,  par  suite  l'équation 

U„  =  o 


<lr\  ient 


,     dr.  ,     dr,  .     de, 

A,  -^  -+-  A,  ~  -+- . . .  -+-  A .,  -r-  =  o; 
rfse  dzs  dze 


on  a  de  plus,  puisque  /•,,  est  nul, 

A,/',  -t- A2r., +  ..  .-h  A5rs  =  o; 


il  vienl  donc 


.    dr.  .    dr-  /      ds,  ,/A, 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome  III.  —  Fasc.  I.  1897. 
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et  l'équation 

Uc  =  o 

devient  finalement 

r,    dct         t,    dCc         T,     /      de..  dcs\        j-,    de.         n    de, 

R-ri  +  R*^  +  R*  (-^  +  «-ri)  ~  R«^  -  R-a^  =  °- 

(  )n  vérifie  par  un  calcul  facile  que  cette  condition,  jointe  à  Rc  =  o, 
se  transforme  dans  la  condition  pour  que  l'équation  (11)  soit  iden- 
tique. 

Ainsi,  le  cas  où  l'équation  (i  i)  a  ses  racines  égales  n'offre  rien  de 
particulier. 

11  nous  reste  à  construire  les  développements  en  série.  Nous  par- 
tirons des  équations 

Sa  dx  =  o, 
'ïibdx  =  o, 

2(R  +  Sw)â'  =  o, 

S[U  +  SA(a>)]rfa?  =  o, 

Z[V  +  T  A(co)  +  SA2(w)]  f/x  +  ÏV/co  =  o. 
Posons 

A(o>)  =  &>', 

les  équations  précédentes  deviennent 

£  a  </x-  =  o , 

i  /;  f/x  =  o, 

Z  (R  +  S  eu  )  <^.r  =  o, 

E(U-hSco')rfx  =  o, 

S[V  +  TV+  SA(w')]  ûfo  -+-  I'rfw  =  o. 

Le  système  A  +  Boj  mis  en  place  de  dx  satisfait  à  ces  équations; 
des  quatre  premières  on  tire  un  autre  système 

M -+-  No)', 
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qui  satisfait  aux  quatre  premières;  M  et  N  sont  des  fonctions  de  co  ,1,, 
troisième  degré. 
(  )u  aura  alors 

~  =  A  (A  -+-  Bco)  -+-  u.  (M  +  Nw'j, 

^  =  //(A+Bw)+;n\l         W>; 

u.  v  étanl  les  variables  indépendantes,  ^. .i.-n t 

fO '„>  =  u, 

^O, ca)=  P. 

On  aura,  en  posant 

Z(A+B<o)^=A(F), 


les  équations 


dx 

dF 

dx 


S(M  +  NcoO^=A<(F), 


i  =XA(F)  +  !jlAi(F), 
o  =  X,A(F)-f-'w.'A,(F). 

o  =  U($)  +  piâl((l.), 
,  =  X'A(*)-hu'A,  <■<!>), 

qui  déterminent  A,  p.,  A',  a'.  On  aura  ensuite 

£(V  +  Tft)')(M  +  Na)')  +  A(c!)')2S(M+  \ ,.,  i   h  !  A((o>)  =  o, 


et  enfin 


^  =A'co'  +  ij.'A)(a)),        ~  =  X'A(V)-f-u.'A,(a>'). 
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On 

en 

lire, 

en 

posant 

H 

=  A(F)A,($)- 

-A(* 

)A,(F), 

A 

A, 

(  +  ) 
11 

A' 

A.(F) 
H     ' 

v-=- 

A(<t>) 

H    ' 

A(F) 


les  équations 


A,(o>)  =  X  ^  -A  Tu, 

,  .  d(>>  ci  ni 

"■  =  ?■  Tu  "H- 5F' 

A0)  =  ^  -I*  ÂTî 


d'où  finalement  les  équations 


,  rfio  ch<> 


'-: u-i-    ïMh+r   Ai a  -r-    =o 


ï(V+T««0(M+N»')+^'^r-|*^jïMS  +  P^^-X'35j 
On  en  tire 

du'           ,        r,,  r/to'  ,  doi 

—  =  a'_1_R'_ 1-  y  -3-5 

qui  permettent  la  construction  de  développements  en  séries  conver- 
gentes et  montrent  que  l'on  peut  prendre  arbitrairement  les  valeurs  de 
quatre  des  quantités  x{ ,  .  ,.,xB  pour  les  valeurs  initiales  de  u  et  c,  ainsi 
que  les  fonctions  o>  et  tu'  de  u  pour  la  valeur  initiale  de  v  ('). 

13.   On  peut  former  des  équations  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
fonctions  oj(,  oj2,  w3,  a>.,.  Bien  que  n'ayant  pas  servi,  elles  ont  néan- 

(')  Voir  la  note  de  la  page  70. 
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moins  un  certain  intérêt.  Reprenons  les  équations  des  deux  Tableaux  : 


dx, 

rftOj 

(il  \ 

dx, 

,/,.,, 
c/.i  , 


dxe 

,/„,. 
'il', 


i/m, 

dXy 

,/<■•  . 

dx, 

,!<„, 
dx, 

dtok 
dx, 


(Ii,\, 

dx, 

de, 
dx, 

dw3 
dxt 

dioi 
dx. 


On  en  tire  les  équations  du  Tableau  suivant  : 


,/v 

r/F 

d.r. 

dxe 

d<\> 

d<ï> 

dx, 

dxe 

dW 

dW 

dx, 

dx6 

(  62  ) 


Tous  les  déterminants  de  ce  Tableau  seront  nuls  quand  on  \  rempla- 
cera F,  <î>,  XV  par  trois  des  fonctions  co,,  co2,  w3,  w.,. 

Développons  tous  ces  déterminants  en  négligeant  d'abord  la  pre- 
mière colonne  du  Tableau,  puis  la  seconde,  etc.,  puis  la  dernière. 
Dérivons  la  première  équation  par  rapport  à  x,,  la  seconde  par  rapporl 
à  ./-.,  etc.,  la  dernière  par  rapport  à  xe,  et  ajoutons;  les  dérivées 
secondes  des  fonctions  F,   <!'.  xï'  disparaissent  el  si  dans  l'équation 

obtenue  on  remplace 

</y 
(ii 
par 

-    r/F  dv  . 

'-7,1.  +   fe  +  ^+P6. 


en  vertu  des  équations  du  Tableau  (62),  les  termes  en  X  el  [/.  dispa- 
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laissent;  le  coefficient  de  v  est  alors 


celui  de  p  est 


F*  T  F* 


AT  F*  AT  F* 

M, 3,  5 h..  .—    M6|„3  


Or,  pour  les  valeurs  de  F  et  $  égales  à  to,  et  co2,  par  exemple,  on 
peut  remplacer  ^*  par  oj,  et  w4  ;  on  en  déduit  que  les  coefficients  de  v 
et  p  doivent  être  nuls.  Ces  coefficients  s'écrivent  [voir  les  équa- 
tions (  27  )] 

dF        T  dF         T  dF        T  dF        ,  dF\  d<P 


(63)    <  + 

/  aT        T  dF        t  dF        t  dF        T  rfF  \  rf*   _ 


(64) 


el 

rfF        „         rfF        -.,         rfF        AI         dF        AI         dFW* 

I         fxm  dF        ai         '/F        ,,         dF        Af         rfF        ,r         rfFW* 

Cela  posé,  je  dis  que,  si  ces  équations  en  <I>  ont  pour  une  valeur  de  F 
quatre  solutions  communes  w,,  w2,  o>3,  co4,  ces  fonctions  satisfont  à  la 
question.  Pour  cela,  désignons  par  A,,  A2,  ...,  Ac  les  coefficients  de 

-ÎL,  ...,  —î-  dans  l'équation  (G3);  par  A',,  A,,  . . .,  A'c  les  coefficients  de 

-3—,  ••-,  y— dans  l'équation  (64).  On  vérifie  sans  peine  que  l'on  a, 

quel  que  soit  F, 

a,  A,  +. . .+  aBA6  =  o, 

6, A,  4-....+  bsA6  =  o, 

a,  A\  -t- ...  4-  a6  A'g  =  o, 

ft.A'  +.. .-+-  6.A' =  o. 


SUB     LUS     ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES. 


Les  équations 


\         "''"I  A' 


dx. 


\ 

</.r. 

.     du, 

\ 

dx, 

..    dm 

•+x°dirs=0 

\ 

,/,,. 

\ 

a,    H-.. 

•  +  X6  r/,    =  o 
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sont  satisfaites  pour  1rs  valeurs  A ,  A,,  -\, A'0  données  aux 

quantités  X,,  . . .,  X6  ;  si  ces  valeurs  sont  distinctes,  c'est-à-dire  si  l'on 
n  esl  pas  dans  des  cas  particuliers  étudiés,  les  équations  précédentes  se 
réduisent  à  quatre  et  tous  les  déterminants  du  Tableau 


dm, 

dm, 

dx, 

dxe 

dmi 

dm, 

^.r, 

dxe 

", 


sont  nuls,  ce  qui  démontre  la  proposition. 
Cela  posé,  considérons  l'équation 


On  en  tirera 


v  v  '/F  rDrfF 

1  A  -j-  -+-  wIB-7- 

CIX  il  i 


,  65  > 


dx, 


d.v, 


dx. 


dm% 
dx, 


dm, 
dx. 


B, 


dx, 


dm, 

dx. 


dxc 


Je  dis  que  cette  équation  est  une  combinaison  des  équations  (63 
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et  <  64).  En  effet,  écrivons  les  deux  équations 
.      r/F  .      d¥ 

A,s;+...+  AiE;=ol 

1),  -j h  .  ..-f-Bfi  -j—  =  o. 

aa?i  «x6 

rfF 

rfF  <-/F 

da  1  (/.;-,  ' 


Si  l'on  forme  les  combinaisons  où   manquent  successivement 
-,  ce  sont 


(A,B,  _  A,B,)^  +•  •  •+  (A,B,  -  A6B5)^  =  o, 


dxx    ^     •■•    '      \"S~«  "•*'S/rf.Cï 

e?F  t>     «  1    r>   \  ^F 

(_+...+  (BflA5-AsB5)^ 


(B1A5-A(B5)^+...+  (BflA5-AsB5)^  =  o. 


Or  ces  équations  sont  encore 


(^L2345  — H-M2S45)^-  -+-...  =  0, 


D'où  il  suit  bien  que  les  rapports 

A.tB.-A.B, 


^L23;s—  [iMjjts 


auront  tous  la  même  valeur  et  que  par  suite  l'équation  (65)  est  bien  la 
combinaison  obtenue  en  multipliant  (63)  par  X,  (64  >  Par  !J-  et 
en  retranchant . 
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Sur  l  instabilité  de   L'équilibre   dans   certains   cas 
où  ht  /onction  de  forées  n  est  pas  un  maximum; 

Par  M.   A.    LIAPOLIVOFF. 


1.  On  sait  que  la  position  d'équilibre  d'un  système  matériel  est 
stable  si.  dans  celtr  position,  la  fonction  de  forces  es1  maximum.  Quant 
aux  positions  d'équilibre  pour  Lesquelles  cette  dernière  condition  n'esl 
pas  remplie,  on  les  caractérise  souvent  comme  instables,  quoique  leur 
instabilité  n'ait  jamais  été  démontrée  d'une  manière  générale.  Toute- 
fois, pour  une  classe  assez  étendue  de  cas,  on  peut  la  démontrer  aisé- 
ment, connue  je  l'ai  l'ail  voir  dans  mon  Ouvrage  intitulé  Le  problème 
général  de  lu  stabilité  du  mouvement  (Kharkow,  1892),  où  j'ai 
montré  que,  pour  les  cas  ordinaires  de  la  non-existence  du  maximum, 
la  proposition  de  l'instabilité  île  l'équilibre  n'esl  qu'un  corollaire  d'un 
théorème  général  sur  lequel  j'avais  déjà  appelé  l'attention  dans  mon 
Mémoire  Sur  lis  mouvements  permanents  d'un  corps  solide  dans  un 
liquide  1  Communications  de  la  Société  mathématique  de  Kharkow. 
2e  série,  1.  I.  r888). 

Dans  cette  Note,  je  me  propose  d'exposer  mon  analyse  en  tant  qu'elle 
se  rapporte  au  théorème  de  l'instabilité  de  l'équilibre^  mais  pour  cela 
je  -m-  obligé  de  reprendre  quelques  considérations  générales. 

Journ.  de   Malh.  I  i    série   ,  tome  III.  -  Fasc.  I.  1897.  '  ' 
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'1.   Suit  donné  un  système  d'équations  différentielles 


dt         A"  dt    —     -•  dt      '     '" 


\,.  X..2,  ....  X„  étant  des  fonctions  données  des  variables  x, ,  x2,  ...,./„, 
fonctions  que  nous  supposerons  holomorphes,  c'est-à-dire  susceptibles 
(1  être  représentées  par  des  séries  entières  en  x,-,  tant  que  les  modules 
de  ces  variables  ne  surpassent  pas  une  certaine  limite.  Nous  suppose- 
rons, de  plus,  que  ces  fonctions  s'annulent  toutes  pour 

et  nous  poserons 

\  =  Pli  X,   -+-Pi2^3  +...+  Pi„ï„  +    11/  (l  =  l,  2, «), 

U,  ne  contenant,  dans  son  développement,  que  des  tenues  de  la  seconde 
dimension  et  des  dimensions  plus  élevées. 

hesp^,  ainsi  que  les  coefficients  des  développements  des  11,,  seront 
supposés  de  constantes  réelles. 

Toute  solution  des  équations  (r  )  sera  définie  par  les  valeurs  initiales 
des  variables  x,,  *_,,  ....  x„  que  nous  appellerons  a,,  a,,  . . .,  aa.  \  u  les 
problèmes  de  Mécanique,  nous  ne  considérerons  ces  solutions  que  pour 
des  valeurs  réelles  de  /  supérieures  à  sa  valeur  initiale,  pour  laquelle 
nous  prendrons  la  valeur  zéro. 

Les  équations  i  i  )  admettent  toujours  pour  solution 

e,       o,         x.2  =  o,  ....         .'„  =  o. 

\nus  dirons  que  c'est  une  solution  stable  si,  pour  tout  nombre 
positif  /.  quelque  petit  qu'il  suit,  on  peut  assigner  un  autre  nombre 
positif  s,  tel  qu'on  ait 

',:</,     \x,  </ '•„!</   . 

pour  toutes  les  valeurs  positives  de  /,  dès  qu'on  prend  pour  a,,  <7_, a„ 
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des  valeurs  réelles  quelconques  satisfaisanl  aux  inégalités 
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"i    <J>         \a»    <e,         ■•••         //„      :  t. 

Si.  au  contraire,  on  peul  assigner  un  aombre  fixe  /différent  de  zéro, 
tel  que,  si  petil  que  soit  le  nombre  positifs,  on  puisse  toujours  trouver 
(1rs  valeurs  réelles  de  a,,  a.. an  satisfaisant  aux  inégalités 


«.!<£,  «»|<6, 


", 


et  conduisant,  pour  une  valeur  positive  de  t.  à  une  au  moins  des  éga- 
lités de  la  forme 

*/|  =*, 

la  solution  considérée  sera  dite  instable. 

Cette  définition  posée,  on  aura  la  proposition  suivante  : 


(2) 


Si,  parmi  les  racines  de  l'équation  algébriqu 

p,,  -  A  /),._, 


Pu, 
P-2» 


Pu 


/'»-. 


•••      pnn~-k 


(qui  sera  dite  équation  déterminante  I,  il  y  en  a  dont  les  parties  réelles 
soient  positives,  la  solution 


est  instable. 

<  lette  proposition  se  déduit  presque  immédiate ni  de  la  considé- 
ration de  certaines  solutions  des  équations  (  i  ),  solutions  appartenant 
à  l'espèce  de  celles  «prou  appelle  aujourd'hui,  d'après  M.  Poincaré, 
solutions  asymptoliques  (  '  i. 


1  i  Sous  certaines  conciliions,  l'existence  de  ces  solutions  a  été  établie  dans 
mon  Mémoire  Sur  les  mouvements  permanents  d'un  corps  solide  '/uns   un 
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Supposons  que  parmi  les  racines 

A,,      1,,       ....       A„ 

de  l'équation  (2)  il  s'en  trouve  dont  les  parties  réelles  ne  soient  pas 
milles. 
Soient 

(3)  A,,     X„     ...,     \ 

A  quelconques  d'entre  elles,  ayant  leurs  parties  réelles  demêmesigne. 
Alors,  en  désignant  par 


k  constantes  arbitraires,  on  aura  une  solution  des  équations  (1)  qui, 
dans  certaines  limites,  pourra  être  représentée  par  des  séries  ordonnées 

suivant  les  puissances  entières  et  positives  des  quantités 

(  1  |  a,r'-',      a2e1--',      ...,      aAeV 

di  in  1  les  coefficients  ne  dépendront  pas  des  a,-  et  seront,  en  général,  des 
fonctions  entières  et  rationnelles  de  /,  ces  séries  ne  contenant  point  de 
termes  indépendants  des  quantités!  \  )  et  ayant  pour  termes  du  premier 
degré  une  solution  des  équations  linéaires 

(5)  -^=pitxl  +  plaxa  +  ...  +  pux„        (ï  =  i,a n). 

Ces  séries  seront  convergentes  et  représenteront  une  solution  des 
équations  (  1  )  pour  toutes  les  valeurs  de  /,  qui  ne  surpassenl  pas  une 
certaine  limite  dépendant  des  oc,-,  si  les  parties  réelles  des  racines  I  3  1 
son!  toutes  positives.  Elles   le  seront  pour  toutes  les  valeurs  de  /  plus 


liquide.  Je  n'y  ai  pas  cité  la  Thèse  de  M.  Poincaré,  où  l'on  trouve.des  considéra- 
Lions  conduisant  à  ces  solutions,  puisque  je  n'en  avais  pas  encore  connaissance 
à  l'époque  de  la  publication  de  mon.  Mémoire  (1888),  quoique  cette  Thèse  fût 
publiée  neuf  années  avant. 
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grandes  qu'une  certaine  limite,  si  les  parties  réelles  desdites  racines 
sont  toutes  négatives. 

Le  cas  où  les  coefficients  de  pareilles  séries  peuvenl  être  constants 
csi  particulièrement  intéressant. 

Tel  sera,  par  exemple,  le  cas  où,  les  coefficients  t\<--  ici  mes  du  pre- 
mier degré  étanl  constants,  les  racines  i  3  >  sont  telles  que  l'on  ne 
trouve  poinl  de  racines  de  l'équation  (2)  parmi  les  nombres  de  la 
forme 

m ,  A,  +  ////A,  4-  .  .  .  +  mk .A*, 

qu'on  obtient  en  donnant  à  m,,  u/2.  ...,  mk  toutes  les  valeurs  entières 
positives  ou  nulles,  satisfaisant  à  l'inégalité 

/// ,  +  to2  ■+-  ...  +  in h  >  r . 

Si  l'on  emi sidère  les  si'' ries  correspondant  à  la  supposition  /.  =  r .  ces 
conditions  pourronl  é\  idemment  toujours  être  remplies.  I\ir  exemple, 
dans  le  cas  où  l'équation  (2)  a  des  racines  positives,  il  n'y  aura  qu'à 
prendre  pour  X,  la  plus  grande  de  ces  racines,  en  prertanl  pour  les 
termes  du  premier  degré  la  solution  convenable  des  équations  1  5  |. 

Revenons  maintenante  notre  proposition. 

Supposons  que  l'équation  (2)  ait  <U-s  racines  positives  et  que  X  soil 
la  plus  grande  de  ces  racines. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  équations  |  1)  admettront 
une  solution  de  la  forme 

,-,.-:/,  (y,.>',,  xt=f ,(*<*),  ...,         xtl  =  fa(*e*'), 

où  y.  est  une  constante  arbitraire  et  où  les  seconds  membres  sont  des 
séries  procédant  suivanl  les  puissances  croissantes  de  l'argument  y". 
dont  les  coefficients  sont  des  constantes  indépendantes  de  x. 

Nous  supposerons,  ce  qui  est  évidemment  permis,  que  tous  ces  coef- 
ficients soient  des  constantes  réelles. 

En  prenant  pour  y.  une  constante  réelle  que  nous  supposerons,  poui 
fixer  les  idées,  positive,  nous  aurons  ainsi  une  solution  réelle  qui  sera 
définie  pour  toutes  les  valeurs  de  l,  satisfaisant  à  une  certaine  condi 
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tion  de  la  forme 

xeu    II 

h  étant  une  constante  positive,  indépendante  de  oc. 

Pour  cette  soin  lion,  les  valeurs  initiales  des  variables  x,,  xs /„, 

qui  seront  données  par  les  équations 

o,  =/,(«),         a,  =  /a(a),  ...,         «»  =  /.(«), 

pourront  être  faites,  parle  choix  de  a,  aussi  petites,  en  valeurs  absolues, 
qu'on  voudra.  Mais,  quelque  petites  qu'elles  soient,  les  variables  xn 
/_, v„  atteindront  toujours,  pour  une  valeur  positive  de  t, 


i  nous  supposons  a  <[  //  ),  les  valeurs 

/,(/*),     /*(/*),      ....     /„(/*) 

qui  ne  dépendent  point  de  a  et  ne  sont  pas  nulles  toutes  à  la  fois 
!  puisque,  dans  le  eas  contraire,  les  fonctions  y,  seraient  toutes  identi- 
quement nulles  ). 

En  nous  reportant  à  la  définition  donnée  plus  haut,  nous  devons 
donc  conclure  que  la  solution 


est  instable. 

Nous  avons  supposé  que  l'équation  (2)  ait  des  racines  positives.  (  )r, 
s'il  n'y  avait  pas  de  pareilles  racines,  on  prendrait  une  paire  de  racines 
imaginaires  conjuguées  à  parties  réelles  positives  et  Ton  démontrerait 
le  théorème  par  des  considérations  analogues.  Mais  nous  ne  nous  y 
arrêterons  pas,  puisqu'une  pareille  circonstance  ne  pourra  avoir  lieu 
dans  le  cas  que  nous  avons  en  vue. 

5.  Considérons  maintenant  un  système   matériel,  assujetti  à  des 
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liaisons  indépendantes  du  temps  /.  el  supposons  que  f<-  système  se 
trouve  sous  l'influence  des  forces,  dérivant  d'une  fonction  de  forces  I 

ne  contenanl  explicitement  que  les  coordi ;es. 

lui  supposant  que  notre  système  comporte  un  nombre  fini  //  de  de- 
grés de  liberté,  nous  exprimerons  toutes  les  coordonnées  au  moyen 
des  variables  indépendantes  réelles 

'/«•      9-2 '/,■ 

que  nous  choisirons  de  manière  à  s'annuler  dans  une  certaine  posi- 
tion d'équilibre  du  système,  et  nous  supposerons  que  la  fonction  I  . 
ainsi  que  la  force  vive  du  système,  étanl  exprimées  au  moyen  de  ces 
variables,  en  deviennent  nVs  fonctions  holomorphes.  Nous  suppose- 
rons, de  plus,  que  la  force  vive,  pour  g,  =  g.,  =  . . .  =  qn  =  o,  reste  une 
forme  quadratique  définie  des  dérivées  y,,  g',,  ....  q'n. 

Dans  ces  suppositions,  les  équations  différentielles  du  mouvement, 
qui  définissent  les  variables 

'/'/,  ,        dg,  ,        dq. 

?"   ?« 'i-      ?.=  dï>     ?»  =  ,,;>     ■•'     'i-     ii 

en  fonctions  de  /,  seront  susceptibles  d'être  ramenées  à  la  forme  des 
équations  (1). 

Nous  pourrons  donc  nous  servir  du  théorème  <|tii  vient  d'être  établi, 
el  si  l'on  pose 

ri  ,h-u,+  [:,  +  .... 

1  ,„  désignant,  d'une  manière  générale,  une  forme  de  degré  m  par 

rapport  aux  variables  gn  g2 ga,  ce  théorème  nous  conduira  à  la 

conclusion  suivante  : 

Si.  dans  la  position  d'équilibre,  définie  par  les  équations 

g,  =  0,        7.  ...,        g„ 

la  fonction  de  forces  n'est  pas  un  maximum  et  gue  cela  se  manifesta 
parcelle  circonstance  gue  la  forme  guadraligue  I  ,  puisse  devenir 
positive,  c'est  une  position  d'équilibre  instable. 

En  effet,  par  la  théorie  des  petites  oscillations,  on  sail  qu'à  la  con- 
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dition  indiquée  Toquai  ion  déterminante  admet  toujours  au  moins 
une  racine  positive. 

<  >u  doit  donc  conclure  que  la  solution 

y,  =  o,        q-i=o,        ...,        ?„  =  o, 
g\  —  o,       ?'2  =  o,        •••,        ?„  =  ° 

des  l'qualions  différentielles  du  mouvement  est  instable. 

<  )r,  cela  revient  à  dire  que  la  position  d'équilibre  considérée  esl 
instable,  et  l'on  peut  même  ajouter  que  cette  instabilité  a  déjà  lieu 
par  rapport  aux  variables 

?.:       ?2 Ça, 

c'est-à-dire  qu'elle  se  reconnaît  déjà  parles  valeurs  que  peuvent  prendre 
ces  variables.  On  s'en  assure  aisément,  en  ayant  égard  à  l'équation 
des  forces  vives,  qui  fait  voir  que  l'instabilité  ne  peut  exister  par  rap- 
port aux  vitesses,  si  elle  n'a  point  lieu  par  rapport  aux  coordonnées. 

i.  Dans  mon  Ouvrage  cité  plus  haut,  j'ai  proposé  encore  une  autre 
méthode  pour  traiter  les  questions  de  stabilité. 

Cette  méthode,  à  laquelle  j'ai  été  conduit  par  l'étude  du  Mémoire 
important  de  M.  Poincaré  Sur  les  courbes  définies  par  les  équations 
différentielles,  consiste  dans  la  recherche  de  certaines  fonctions  des 
variables 

X,,      Xî,      ....       ''„. 

dont  les  dérivées  totales,  prises  par  rapport  à  /  en  vertu  des  équa- 
tions (  i  ).  jouissent  de  certaines  propriétés. 

La  méthode  repose  sur  quelques  propositions  générales,  dont  je  ne 
citerai  ici  que  les  plus  simples,  en  me  restreignant  d'ailleurs  à  celles 
qui  se  rapportent  aux  conditions  de  l'instabilité. 

Dans  ce  qui  suit,  j'entendrai  par  V  une  fonction  d'elle  des  variables 

réelles 

'■, ,     .•'-,.     . .  .,     ■''„ 

uniforme  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  de  premier 
ordre,  tant  que  les  ./■,  ne  surpassent  pas,  en  valeurs  absolues,  une  cer- 
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Laine  Limite,  et  je  supposerai  que  cette  fonction  s'annule  pour 

Pour  abréger  le  langage,  je  dirai  qu'une  pareille  fonction  esl  de 
signe  invariable,  si  elle  ne  change  pas  de  signe  pour  les  valeurs  des  -, 
satisfaisant  aux  conditions 

\xt\<l,         \x.2\<l,         ....  .,•„'     /, 

/étant  une  constante  positive  suffisamment  petite.  Si.  de  plus,  cette 
fonction  ne  peut  s'annuler,  à  ces  conditions,  que  pour 

X,  =  X„  =  ...  =  X,,=  O, 

je  dirai,  comme  dans  la  théorie  des  formes,  que  c'est  une  fonction 
définie. 

Cela  posé,  on  aura  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  peut  trouver  une  fonction  ^  dont  la  dérivée  totale  par  rap- 
port à  t 

al  a.rl  (t.r.,  OXn 

soit  une  fonction  définie,  la  fonction  ^  étant  telle  que  pur  !<■  choix 
convenable  des  ./,,  quelque  petites  que  soient  leurs  valeurs  abso- 
lues, on  puisse  salis  faire  à  l'inégalité 

W  >o, 

la  solution 

x{  =  o,  x3=  o,  ...,  x„  =  o 

des  équations  (  1  )  est  instable. 

En  effet,  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  que  la  fonction  \  soit 
positive,  nous  aurons 

Y  >o 
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pour  toutes  les  valeurs  des  x<  qui,  n'étant  pas  nulles  toutes  à  la  t'ois. 
satisfont  à  certaines  conditions  de  la-forme 

(<i)  \x,      /.         \x2\<l,         ...,         [  ./„  i  <  /, 

/étant  un  nombre  positif  suffisamment  petit. 

En  supposant  donc  que  les  valeurs  initiales  des  ./•,•  satisfont  à  ces 
conditions,  et  en  désignant  par  V0  la  valeur  initiale  de  la  fonction  V, 
nous  aurons 

(7)  V>Y0 

pour  les  valeurs  positives   de  /,   tant  que  les  conditions  (6  )   seront 
remplies. 

Par  hypothèse,  on  pourra  d'ailleurs  toujours  satisfaire  à  l'inégalité 

V0>o, 

quelque  petits  que  soient  a,,  a2,  . . .,  a„  en  valeurs  absolues. 

Or,  si  Ton  aV0>  o,  et  que  l'on  considère  toutes  les  valeurs  des  a  -, 
satisfaisant  aux  conditions  (6)  et  (7),  la  fonction  V,  qui  est  définie, 
ne  pourra  devenir  inférieure  à  un  nombre  positif  \l. 

Nous  aurons  donc  V>  p.,  et  par  suite 

V>V„+  UL/ 

pour  les  valeurs  positives  de  /.   tant  que  les  conditions  (6)  seront 
remplies. 

Mais  on  voit  que  cela  ne  peut  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
tives de  /.  puisque,  sous  les  conditions  (6),  /  étant  assez  petit,  la  fonc- 
tion \  a  une  limite  supérieure.  On  doit  donc  conclure  qu'il  y  aura  une 
valeur  positive  de  /,  pour  laquelle  une  au  moins  des  égalités 

I  xi  |  =  l 

sera  remplir,  el  cela  quelque  petits  que  soient  a, ,  //,.  ...,  an  en  valeurs 
absolues,  pourvu  qu  ils  satisfassent  à  l'inégalité  ^  0>-  o. 
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Notre  proposition  esl  ainsi  démontrée. 

Nous  citerons  encore  la  proposition  suivante,  qu'on  démontrera  par 
des  raisonnements  analogues  : 

Si  l'on  peut  trouver  nue  fonction  \  ibmt  la  dérivée  totale  />"/ 
rapport  à  t  satisfasse  à  une  égalité  'le  la  forme 

d\       -  , 

,„=A\    +  W, 

<iù'i.  est  une  constante  positive  et  \\  une  fonction  désigne  invariable, 
la  fonction  \  étant  susceptible  de  recevoir  le  signe  de  W,  quelque 
petits  que  soient  1rs  ./■,  en  râleurs  absolues,  la  solution 

X,  =  O,  X.,  =  O,  . . .,  xn  =  o 

est  instable. 

5.  Pour  appliquer  la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  à  la 
démonstration  de  la  proposition  du  n°  2,  on  considérera  une  forme 
quadratique  \  satisfaisant  à  l'équation 

2  (P>< x<  +  Pt*x*  ■+-•••  +  F,»',,  ) l)-:  =  >  ^  -+-  U, 


>.  étant  une  constante  positive  et  U  une  forme  quadratique  donnée, 
qu'on  supposera  définie  positive. 

<  >n  s'assure  aisément  que  la  fonction  \  pourra  toujours  être  déter- 
minée de  cette  manière,  pourvu  que  \  ne  soit  pas  de  la  forme 

/.,4->.,. 

/ ,  et  \j  étant  des  racines  quelconques  de  l'équation 

En  le  supposant,  plaçons-nous  maintenant  dans  l'hypothèse  que  cette 
(''([nation  ait  des  racines  à  parties  réelles  positives,  et  supposons  que  ) 
soil  assez  petit  pour  (pie,  parmi  les  nombres  de  la  forme  /  —  / .  il  s'en 
trouve  dont  les  pallies  réelles  soient  positives. 

On  démontre  aisément   qu'à  cette  condition  la  forme  \   sera  sus- 
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ceptible  de  recevoir  des  valeurs  positives,  et  comme,  en  vertu  des  équa- 
tions (i),  on  a 

-r  =  A\    -1-  \\  . 

al 

OÙ 

î=  1 

est  une  fonction  définie  positive,  on  se  trouvera  dans  les  conditions  de 
la  seconde  proposition  du  numéro  précédent. 
On  arrive  ainsi  à  la  conclusion  que  la  solution 

X{  =  O,  J;  =  0,  ...,  Xn  =  O 

est  instable. 

6.  Dans  le  Mémoire  Le  problème  général  de  la  stabilité  du  mou- 
vement, on  trouvera  beaucoup  d'autres  applications  de  la  méthode 
précédente.  Ici  nous  n'en  citerons  encore  qu'une  seule,  qui  se  rapporte 
aux  conditions  de  l'instabilité  de  l'équilibre. 

En  nous  plaçant  dans  les  suppositions  du  n°  5,  nous  aurons,  pour 
la  demi-force  vive  du  système,  une  expression  de  la  forme 

T  =  T0  +  T,, 

où  T„  désigne  une  forme  quadratique  définie  positive  des  quantités 

q\,  g.,,  ....  q'u  à  coefficients  constants  et 

les  Q,,  étant  des  fonctions  holomorphes  des  variables  qt,  (/., q„. 

s  annulant  pour 

9<  =  ?»  =  ■  ■■  =  9n=  o. 


Cela  posé,  considérons  la  fonction 

âT        <     dT 

àq\         i-àqî  laàqn 


,,  dT         >     àT  àT 
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Les  équations  différentielles  du  mouvement  étanl 

d    dT  _   OT        ,)[ 

•Il  dq\  ~  dqt  +  ,h,, 


(«  =  I,2 «  I. 


_  =  21  -1-2,  qt  ^  -+-  -2  l  2  +  i  I  ,  +  ',  l  1,  4- . .  . . 

I  >e  là  on  voit  que,  la  forme  I  ..  étanl  définie  positive,  la  dérivée  — , 
comme  fonction  des  variables 

9»      ?2,      ••-,      ?«,      y'„      ï'2,      ....      '/„. 
le  sera  aussi,  et  plus  généralement,  si  l'on  a 

l2=o.         r:l  =  o Ulm_,  =  o, 

quels  (jue  soient  q,,  y2,  ...,  q,n  U2m  étant  une  forme  définie  positive, 

la  dérivée  '      sera  une  fonction  définie  positive. 

•'oui la  fonction  A    peut  devenir  positive,  on  en  conclut,  en  se 

reportant  à   la  première  proposition  du  n°  4,  que,  les  conditions  ci- 
dessus  étanl  remplies,  la  position  d'équilibre 

q,  =  o,  ?2  =  o,  ....  qa  =  n 

est  instable. 

7.  lui  résumé,  le  théorème  de  l'instabilité  de  l'équilibre  se  trouve 
ainsi  démontré  pour  les  deux  cas  suivants  : 

i°  La  non-existence  du  maximum  de  la  fonction  de  forces  se  recon- 
naît par  les  ternies  du  second  ordre,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  consi- 
dérer les  termes  «les  ordres  plus  élevés; 

20  La  fonction  de  forces,  dans  la  position  d'équilibre  considérée,  est 
minimum,  et  ce  minimum  se  reconnaîl  par  les  ternies  de  Tordre  le 
moins  élevé  qu'on  puisse  trouver  dans  le  développement  de  cette 
fonction. 
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(  >n  voit  que  le  premier  de  ces  cas  es!  celui  <|iii  se  présente  le  plus 
souvent  dans  les  applications. 

En  employant  convenablement  la  méthode  indiquée,  on  pourra  sans 
doute  démontrer  le  théorème  encore  pour  d'autres  cas  de  la  non-exis- 
tence du  maximum.  Mais  pourra-t-on  le  démontrer  eq  général? 
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Les  recherches  de  Gauss  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  ; 

Par  M.  P.  GÏJNTHER  ('). 


Mi  moire  présenté  par  M.  II.  Webed  à  la  Société  royale  des  Sciences  de  Gottingue, 

en  avril  i8g4. 

Traduit  par   M.   L.  LAUGEL. 


I  lans  la  première  des  lettres  où  Jacobi  (-)  communique  sa  nouvelle 
théorie  des  fonctions  elliptiques  au  vénérable  maître  Legendre,  il  dit 
entre  autres  choses  avoir  appris  que  Gauss,  dès  l'année  t8o8,  était  en 

(  '  )    Voir  la  Notice  à  la  fin  du  .Mémoire. 

La  collection  de  ces  lettres  de  Jacobi  et  Legendre  se  trouve  dans  le  Bulletin 
de  M.  Darboux,  i,v  série,  t.  \  III  et  IX,  1870.  Consulter  un  intéressaut  article  de 
■M.  Jules  Tanneiv,  rendant  compte  de  l'Ouvrage  de  M.  Kœnigsberger,  Historique 
des  fonctions  elliptiques  de  1826  à  1829  {Bulletin  de  M.  Darboux,  v  série, 
t.  111,  1879).  Dans  le  même  Recueil  l'on  trouvera  encore,  î"  série,  t.  ]\.  t885, 
un  article  de  M.  Bertrand  rendant  compte  du  Livre  de  M.  Bjerknes,  Viels  Henrik 
Abc/...,  où  Téminent  géomètre  nous  dit  le  dernier  mot  < j ni  trancherai!  la  ques- 
tion, même  si  l'on  n'avait  jamais  retrouvé  les  cahiers  de  Gaus*  :  0  ...  il  fallait  le 

croire,  puisque  Gauss  l'affirmait.  Par  l'élévation   du  caractère   coi par  la 

puissance  du   génie,  il  était  le  plus  grand  de  tous.  »  Dans  ces  derniers  temps, 

M.  Th.  Pépin  a  publié  une  Introduction  à  l"  théorie  des  fonctions  elliptiques 

s  les  Œuvres  de  Gauss  (Rom.     1er.   /:.  il.    y.   Lincei,   1.   I\.    >    fasc, 

p.  1- 1 29;  1893),  qui  est  en  quelque  sorte  la  réalisation  de  l'intention  de  Giinther. 

L.   I. 
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possession  d'une  partie  des  résultats  publiés  par  lui  Jacobi  en  1827. 

Legendre  met  ceci  en  doute,  même  après  une  deuxième  affirmation  de 

Jacobi  et,  emporté  par  son  animosité  contre  Gauss,  il  se  livre  contre  lui 

à  des  attaques  liés  dures;  il  tient  pour  incroyable  (pie  quelqu'un  ailpu 

faire  des  découvertes  d'une  telle  importance  sans  avoir  songé  à  les 

publier. 

Mais  il  doit  être  clair  pour  quiconque  s'est  occupé  en  détail  de  la 
nouvelle  théorie,  que  Gauss,  en  effet,  avait  obtenu  depuis  bien  des 
années  une  connaissance  profonde  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, et  cette  remarque  dans  la  Section  VII  des  Disquisitiones 
.  Irithmelicœ,  que  le  principe  sur  lequel  repose  la  division  de  la  cir- 
conférence en  parties  égales  est  applicable  aussi  à  la  lemniscate,  el 
depuis  le  premier  grand  Mémoire  d' Abel  à  des  questions  plus  générales 
encore,  est,  pour  citer  les  paroles  de  Dirichlet  dans  son  Eloge  de 
Jacobi  «  un  témoignage  irrécusable  que,  devançant  de  beaucoup  son 
époque,  Gauss,  dès  le  commencement  du  siècle,  avait  reconnu  le  prin- 
cipe de  la  double  périodicité  ». 

Gauss,  il  est  vrai,  ne  s'est  jamais  décidé  à  publier  in  extenso  ses 
vastes  recherches  sur  les  fonctions  elliptiques;  ce  n'est  qu'en  deux 
occasions  qu'il  a  communiqué  des  résultats  isolés  appartenant  à  ce 
domaine  :  une  fois  en  1808,  dans  le  Mémoire  Summalio  quarumdam 
serierum  singularium,  et  d'ailleurs  sans  indiquer  que  les  séries  el 
produits  étudiés  ici  appartiennent  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  ; 
puis  (1818)  dans  le  Travail  Delerminatio  atlraclionis  quam  inpunc- 
lum  quodvis  posilionis  datas  exerceret  planeta...,  où  est  exposée  la 
transformation,  dite  de  Gauss,  du  second  degré  et  son  application  à 
l'évaluation  des  intégrales  elliptiques  de  première  et  seconde  espèces. 
Abstraction  faite  de  ces  recherches,  nous  ne  possédons  de  travaux  de 
Gauss  sur  les  fonctions  elliptiques  que  dans  son  œuvre  posthume  et 
pour  la  plupart  sous  forme  de  formules  sans  texte,  de  sorte  que  le  plus 
souvent  nous  sommes  réduits  à  conjecturer  la  marche  des  déductions. 
Nous  devons,  sans  aucun  doute,  regarder  comme  étant  les  premières 
recherches  sur  ces  sujets  celles  qui  ont  trait  à  la  moyenne  arithmético- 
géométrique.  D'après  une  assertion  de  Gauss  citée  par  M.  Schering, 
dès  1  -q'|,  c'est-à-dire  à  l'âge  de  1 7  ans,  il  connaissait  les  rapports  entre 
la  moyenne  arithmético-géométrique  et  les  séries  de  puissances  dont 
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les  exposants  sonl  les  nombres  cuirs:  en  d'autres  termes  le  dévelop 
pemenl  de  l'intégrale  complète  de  première  espèce  l\  suivanl  les  puis- 
sances de  la  grandeur  q  qui  se  présente  dans  les  fonctions  S  corres- 
pondantes. 

On  sait  que  l'algorithme  de  l;i  moyenne  arithmético-géométrique 
esl  en  corrélation  des  plus  intimes  avec  la  transformation  du  second 
degré  des  fonctions  elliptiques,  en  ce  sens  que  cel  algorithme  permel 
de  déterminer  la  chaîne  des  modules  correspondants;  en  effet,  le  com- 
plément du   second   module  de  la  chaîne  es)  égal   au  quotienl  des 

moyennes  arithmétique  et  gé( itrique  entre  i  el  le  complémenl  du 

premier  module.  Celui  qui  découvril  le  premier  cette  transformation, 
Landen,  el  qui  la  publia  en  177").  n'a  va  il  pas  d'ailleurs  indiqué  l'algo- 
rithme sous  la  forme  connue;  celle-ci  esl  dueà  Lagrange  qui,  en  1784, 
indépendammenl  de  Landen,  parait-il,  découvrit  de  nouveau  cette 
transformation.  Chez  lui  on  trouve  l'algorithme  exposé  tout  à  l'ail 
explicitement,  ainsi  que  son  application  à  la  détermination  de  la  chaîne 
des  modules. 

Jusqu'aujourd'hui,  dans  les  exposés  de  l'historique  des  fonctions 
elliptiques,  l'on  n'a  encore  jamais  attiré  l'attention  sur  le  l'ail  que 
Gauss  a  établi  l'algorithme  de  la  moyenne  arithmético-géométrique 
en  corrélation  avec  un  autre  <  '  )  qui  se  transforme  à  l'aide  d'une  sub- 
stitution trigonométrique  (*)  liés  simple,  qui  se  trouve  aussi  chez 
(  îrauss,  en  celui  de  la  transformation  de  Landen.  Maintenant  si  l'on  ne 
veut  pas  admettre  que  Gauss  ait  tout  simplement  pris  cette  transfor- 
mation à  Landen  ou  Lagrange,  ou  encore  dans  le  Travail  de  Legendre 
publié  plus  tard  par  ce  dernier  en  1786,  dans  les  Mémoires  de  /'  ica- 
défnie  de  Paris,  nous  ne  sommes  plus  en  présence,  semble-t-il,  que  de 
deux  cas  possibles  :  ou  bien  1  rauss  de  son  côté  a  découvert  la  transfor- 
mation, sous  la  même  forme  que  Landen  el  Lagrange,  en  étudiant  l'in- 
tégrale, puis  pour  des  raisons  pratiques  l'a  transformé  en  l'algorithme, 
ou  bien  il  a  d'abord  découvert  l'algorithme  de  la  moyenne  arithmé- 


!  '  )   P.  387.  <  )e  chiffre,  comme  ceux  de  toutes  les  notes  sun  antes,  désigne  la  page 
dont  il  s'agit  du  lome  lit  des  Œuvres  de  Gauss. 

P.  188,  milieu  et  lin.  \  ,  >\   .  ...  -oui  les  amplitudes  directes  d'une  chaîne  de 
transformations  de  Landen. 
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tico-géom  étriqué  et,  par  une  heureuse  généralisation,  a  passé  de  celui-ci 
au  second  algorithme  d'une  manière  analogue  à  celle  par  laquelle  des 
formes  quadratiques  on  arrive  aux  formes  hilinéaires;  en  effet,  c'est  à 
peu  près  ainsi  que  se  comportent  vis-à-vis  les  unes  des  autres  les  équa- 
tions des  deux  algorithmes  (').  Dans  celte  dernière  hypothèse  alors  le 
rapport  avec  les  intégrales  elliptiques  eût  été  une  conséquence  dérivée 
secondairement  des  lois  de  l'algorithme. 

Distinguer  avec  certitude  entre  ces  trois  cas  possibles  est  un  choix 
assez  difficile  à  faire,  mais  on  doit  surtout  avoir  ceci  présent  à  l'esprit  : 
la  signification  de  la  transformation  elle-même  ne  vient  qu'après  celle 
des  conséquences  que  Gauss  a  su  tirer  des  deux  algorithmes  qui  y  sont 
réunis,  et  si  sur  ce  point  on  peut  peut-être  lui  refuser  d'avoir  fait  la 
découverte  indépendamment,  néanmoins  la  gloire  d'avoir  découvert 
les  fonctions  elliptiques  trente  ans  avant  Abel  et  Jacobi  lui  reste  intacte 
pour  tout  temps. 

Les  conséquences  en  question,  comme  je  l'ai  déjà  indiqué,  reposent 
sur  l'algorithme  de  la  moyenne  arithmético-géométrique.  Celui-ci 
détermine  une  série  infinie  de  paires  de  quantités  a,  b  par  cette  con- 
dition que  chaque  a  soit  la  moyenne  arithmétique  et  chaque  1>  la 
moyenne  géométrique  entre  les  quantités  de  la  paire  précédente.  La 
limite  commune  vers  laquelle  convergent  les  deux  séries  des  a  et  des  b 
est  dite  alors  la  moyenne  arithmético-géométrique  entre  les  quantités 
de  la  première  paire  et  naturellement  aussi  de  chaque  paire  suivante. 

D'après  une  remarque  déjà  faite,  il  résulte  que  tous  les  quotients  - 

peuvent  être  regardés  comme  les  modules  complémentaires  A''  d'une 
chaîne  de  transformations  de  Landcn.Si  l'on  désigne  maintenant  les 

modules  mêmes  correspondants  k  par  ->  l'on  aura  ainsi  défini  une  troi- 
sième série  infinie  de  quantités  c  qui  possède  avec  les  deux  premières 
séries  une  relation  facile  à  reconnaître.  On  est  aussi  conduit  à  considé- 
rer en  même  temps  les  deux  modules  compléments  l'un  de  l'autre 
lorsque,   comme    le    fait  Gauss  dans   un  travail  posthume    (2)   de 


(')  Col  M.   Weierstrass  qui  mVindiqué  ce  point  de  vue. 
(-')   P.  36I-3JI,  en  particulier  n"s  7  et  8. 
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l'an  urc  i  Son,  l'on  établit  la  corrélation  dé  l'algorithme  et  des  intégrales 
elliptiques  indépendamment  de  la  transformation  de  Landen.  On 
obtient  notamment  pour  la  valeur  réciproque  de  la  moyenne  arithmé- 
tico-géométrique  entre  i  el  /. ,  un  développement  en  série  hypergéo- 
métrique  suivant  les  puissances  de  A  qui,  d'une  pari,  non-  conduit  à 
l'équation  linéaire  du  second  ordre  bien  connue,  et  d'autre  pari  nous 

permet  de  reconnaître  que  cette  valeur  esl  égale  à  la  grandeur  -  K', 
et,  'le  même,  que  la  valeur  réciproque  île  la  moyenne  arithmético- 
géométrique  entre  i  et  />'  est  égale  à  -K. 

Par  suite,  dans  l'algorithme  homogène  des  quantités  '/.  /',  '-,  le 
quotient  de  la  moyenne  arithmético-géométrique  entre  <i  et  h  divisée 

par  celle  entre  a  et  c  sera  égal  à  la  grandeur  -r-ou  -  ;  logç  ou  —  où 

l'on  a  posé  q  =  cw~'.  Le  développement  en  série  que  donne  Gauss  (  '  ) 
pour  cette  grandeur  w  fournit  directement  cette  représentation  connue 
de  q  comme  produit  infini  à  l'aide  des  modules  d'une  chaîne  de  trans- 
formations du  second  ordre  obtenue  par  Jacobi  (2)  dans  les  Funda- 
meida  no\-a  cl  dans  le  Mémoire  Sur  les  formules  les  plus  commodes 
pour  l'évaluation  numérique  des  fondions  elliptiques. 

La  pensée  qui  est  à  l'origine  des  déductions  de  <  iauss  est  maintenant 
la  suivante  :  toutes  les  quantités  a,  b,  c,  qui  se  présentent  dans  l'algo- 
rithme, dépendent  de  deux  variables;  l'on  prend  d'abord  les  quantités 
a,  b  de  la  première  paire,  puis  les  deu\  moyennes  entre  a  et  b 
d'une  part,  entre  a  et  c  d'autre  part,  ou  plutôt  n]^  prend  la  première 
moyenne  y.  et  le  quotient  des  deux  moyennes,  c'est-à-dire  la  gran- 
deur w  ou  encore  q.  Les  quotients  -»  ->  -  dépendent  seulement  de  w 

\f-    \L    iJ- 

et  sont  étudiées  (')  par  Gauss  comme  fonctions  de  cette  grandeur.  Ce 
ne  sont  pas  autre  chose  que  les  carrés  des  trois  fonctions 


0. 


(')   Page  3-7,  troisième  équation  à  partir  d'en  haut. 
(-)  Jacobi,  Œuvres,  t.  I,  p.  201,  35i. 

(3)  Dans  ses  rechercher  -nr  la  moyenne  arithmético-géométrique.  Gauss  dé- 
signe notre  notation  q  habituelle  par  y\  el  ainsi 

P(3  »       :'  "'•  " ■'■         7  V         -o(o,n  I,         /■(,)') 
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pour  la  valeur  zéro  du  premier  argument,  de  sorte  que  la  relation  qui 
a  lieu  entre  a,  />,  c  ne  représente  évidemment  pas  autre  chose  (pie  la 
célèbre  équation  entre  les  quatrièmes  puissances  de  ces  trois  con- 
stantes  .'-.  Maintenant,  l'algorithme  de  la  moyenne  arithmético-géo- 
métrique  se  révèle  comme  identique  à  celui  qui  exprime  les  trois 
fonctions  j  paires  aux  arguments  o,  o.w  à  l'aide  de  celles  d'arguments 
m.  a.  par  conséquent  aussi,  comme  identique  à  la  transformation  du 
second  ordre  des  fonctions  S  pour  la  valeur  zéro  du  premier  argument. 
Les  lois  de  l'algorithme  suffisent  maintenant  pour  établir  les  prin- 
cipales propriétés  de  ces  nouvelles  transcendantes,  comme  les  appelle 
Gauss,  et  avant  tout  leur  représentation  à  l'aide  de  ces  merveilleux 
développements  en  série  suivant  les  puissances  de  q  dont  les  exposants 
sont  les  carrés  des  nomhres  (').  Ces  développements  en  série  four- 
nissent les  formules  de  transformation  des  constantes  2r  pour  le  chan- 
gement de  q  en  —  q  ou  de  w  en  w  +  i  (2),  tandis  que  l'on  obtient 

les  équations  fonctionnelles  pour  le  changement  de  w  en—  (3)  en 

observant  que  lorsque  l'on  échange   les  modules,  compléments  l'un 

de  l'autre,  k  et  k',  le  quotient  y-  prend  comme  valeur  sa  réciproque. 

Ici  se  trouve  l'origine  de  la  transformation  linéaire  des  fonctions  S. 
Gauss  distingue  d'ailleurs  encore  explicitement  les  six  cas  que  l'on 
sait  (  '  ).  A  l'endroit  cité  se  trouve  une  indication  assez  obscure  sur 
la  corrélation  entre  les  nouvelles  transcendantes  et  les  formes  quadra- 
tiques à  déterminant  négatif,  allusion  sur  laquelle,  longtemps  après, 
les  recherches  de  M.  Kronecker  ont  porté  le  jour  le  plus  clair. 

On  trouve  (5)  encore,  dans  ces  notations,  l'équation  différentielle 
bien  connue  du  troisième  ordre,  traitée  plus  tard  par  Jacobi,  qui  est 
vérifiée  par  chacune  de  ces  trois  séries  S?  comme  fonction  de  q.  Elle 
est  établie  ici  à  l'aide  des  relations  différentielles  entre  les  termes  de 
L'algorithme. 


. ' i    Page  3*3. 

(  -  )  Page  38(3,  au  haut  de  la  page. 

,   Page  385,  au  bas  de  la  page.  Page  386,  au  haut  de  la  page. 
■     Page  386. 

i  Page  38.2. 
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Telles  sont,  indiquées  rapidement,  car  l'on  ne  peul  guère  en  cette 
occasion  entrer  dans  les  détails  (  '  |,  les  conséquences  essentielles  tirées 
par  Gauss  de  l'algorithme  de  la  moyenne  arithmético-géométrique. 
Le  principe  fondamental,  j'\  insiste  encore,  esl  la  considération  des 
éléments  de  l'algorithme,  non  dans  leur  dépendance  avec  lespremiers 
termes  de  l'algorithme,  mais  au  contraire  avec  les  minus  limites  de 
ce  dernier;  ainsi  sont  obtenues  par  Gauss  les  trois  fonctions  ,'r  pour  la 
valeur  o  du  premier  argument,  qui,  par  conséquent,  ne  sont  fonctions 
que  d'un  seul  argument  w. 

Le  même  principe  appliqué  au  second  algorithme  déjà  cité,  qui 
n'est  pas  autre  chose  que  la  transformation  de  Landen,  conduil  Gauss 
à  la  découverte  «les  fonctions  elliptiques  générales  qui  dépendent  de 
deux  arguments  x,  w. 

Dans  cette  transformation  de  Landen  la  chaîne  des  modules  esl 
déterminée  de  la  manière  indiquée  précédemment  à  l'aide  de  l'algo- 
rithme de  la  moyenne  arithmético-géométrique;  la  série  des  ampli- 

tudi  -  a,  o,,  <p2,  ...  jouit  de  celte  propriété  que  les  quantités 

■x»   •••  tendent  vers  une  limite  déterminée  a;,  qui  esl  égale  à  l'inté- 

i  i  . 

grale  elliptique  donnée,  multipliée  par  -^;  cette  grandeur»:,  ainsi  que 

la  grandeur  w  relative  à  la  chaîne  des  modules,  sont  les  deux  valeurs 
limites  i[ue  nous  devons  considérer  dans  l'algorithme  de  la  transfor- 
mation. L'algorithme  lui-mê consiste  en  ceci  :  c'est  que  les  sinus 

et  cosinus  de  la  seconde  amplitude  ainsi  que  la  quantité  que  l'on  dé- 
signe habituellement  par  A  pour  la  seconde  amplitude  el  pour  le 
second  module  s'expriment  rationnellement  d'une  manière  simple  à 
l'aide  des  trois  quantités  correspondantes  pour  la  première  amplitude 
et  le  premier  module  de  la  chaîne.  Maintenant,  -i  l'on  considère  la 
dépendance  des  éléments  de  cet  algorithme,  non  directement  des 
valeurs  limite-,  mais  en  employant  le  principe  déjà  indiqué  pour 
l'algorithme  de  la  moyenne  arithmético-géométrique  d'après  lequel 
on  rend  les  équations  homogènes  en  exprimant  les  trois  grandeurs 


(')  C'est-à-dire  dans  celle  occasion  où  Giinlher  parlait  devant  la  Faculté  cl< 
Philosophie  de  l'I  niversité  de  Berlin.  !..   !.. 
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sin2,  coî-  et  A-  pour  chaque  terme  de  la  chaîne  de  transformations  par 
les  quotients  de  quatre  nouvelles  quantités  a,  [i,  y,  o,  c'est-à-dire  par 

ô>  g'  n  (')i  al°rs,  dis-je,  Ton  arrive  à  l'algorithme  donné  par  Gauss, 

qui  d'ailleurs  se  transforme  en  celui  de  la  moyenne  arithmético-géo- 
métrique,  pourvu  que  l'on  égale  à  zéro  les  quantités  S,  ...,  c'est- 
à-dire  les  amplitudes,  puisqu'alors  a,  |3,  y  deviennent  identiques  aux 
quantités  précédemment  désignées  par  a,  />,  <■. 

L'algorithme  de  Gauss  fournit  maintenant  une  représentation  des 
quatre  quantités  a,  p,  y,  o,  abstraction  faite  d'un  facteur  commun 
sans  importance,  sous  forme  de  produits  infinis  dont  les  facteurs  dé- 
pendent seulement  des  amplitudes  et  modules  de  la  transformation  de 
Landen  (-),  si  Ton  regarde  ces  produits  comme  dépendant,  non  des 
éléments  initiaux  o,  k  de  la  transformation,  mais  des  valeurs  limites  x 
cl  u  :  alors  lesdits  produits  ne  sont  pas  autre  chose  que  les  carrés  des 
quatre  fonctions  Sr  et  le  nouvel  algorithme  se  révèle  comme  étant  cette 
transformation  du  second  degré  qui  exprime  les  fonctions  £r  de  2.x,  2W 
par  celles  de  x  et  w,  et  ainsi  de  suite.  Ces  représentations  des  fonc- 
tions £r  par  des  produits  à  l'aide  d'une  chaîne  de  transformation  de 
Landen  coïncident  complètement  avec  celles  données  par  Jacobi  dans 
les  Fundamenta  nova  et  dans  le  Mémoire  déjà  cité  sur  les  calculs 

(')  Page  388.  Comparer  note  (2),  p.  97,  du  Mémoire  actuel. 

(2)  Ceci  repose  sur  la  troisième  équation,  p.  388  à  partir  d'en  haut,  d'après 

a 

laquelle  -  peut  être  représentée  à  l'aide  de  la  quantité  que  Gauss  désigne  par 
-  ■  multipliée  par  un  produit  infini  où  se  présentent  seulement  les  quotients  5  et 

-;  il  en  est  alors  de  même  des  quantités  restantes.  Les  équations  sont,  p.  3g4  en 

haut, 

(x  =  Â  P2,  .  .  .,  8  =  XS2,  d'où  y  =  q  =  e"'71',  r,  =  e-ix) 

et,  p.  3g5  en  haut, 

{Q  =  qsfl\/I'  ...). 

Relativement,  d'ailleurs,  à  l'exposé  de  la  déduction  des  fonctions  Sr  par  Gauss, 
je  n'ai  pas  abordé  la  question  de  savoir  si  Gauss,  ici,  n'a  eu  à  l'esprit  que  des 
arguments  réels,  car  cette  question  ne  pourra  jamais  être  tranchée  rigoureu- 
sement. 
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numériques  (');  exemple  frappant  de  la  manière  don!  Gauss,  avec 
son  intuition  merveilleuse  des  applications,  considérail  toujours  avanl 
toul  la  commodité  pour  les  évaluations  numériques. 

A  l'aide  d'artifices  simples,  notam ni  certains  échanges  entre  les 

y.,  ''>.  y,  8  de  l'algorithme,  et  la  recherche  des  modifications  correspon- 
dantes dans  les  valeurs  limites,  on  peut  maintenant  obtenir  les  équa- 
tions fonctionnelles  pour  les  fonctions  ~.  lorsque  l'on  augmente  des 
périodes  le  premier  argument  (2).  De  là  résultent,  de  la  manière 
connue,  les  séries  de  Fourier,  ou  chez  Gauss,  les  développements  sui- 
vant les  puissances  de  e-iX  et  de  q  ('),  dont  cependant  il  n'étudie  pas 
la  convergence.  L'on  trouve  ensuite,  dans  ces  notations,  l'équation  aux 
dérivées  partielles  des  quatre  fonctions  .r  (  '  ),  el  cel  algorithme  qui 
exprime  (  '  )  les  fonctions  aux  arguments  x,  iw,  à  l'aide  de  celles  aux 
arguments  a?,  n-,  en  d'autres  ternies,  la  transformation  du  second 
degré  dite  de  Gauss,  telle  qu'il  l'a  publiée  dans  la  Delcrminatio 
attractionis  ...;  cet  algorithme  peut  également,  à  l'aide  d'un  artifice 
simple.  >e  tirer  de  celui  de  Landen. 

L'essentiel  dans  ces  résultats  est  par  conséquent  ceci  : 
Gauss,  par  l'algorithme  de  la  transformation  de  Landen,  qu'il  l'ait 
trouvé  lui-même  indépendamment  ou  qu'il  l'ait  pris  chez  d'autres,  esl 
conduit  à  l'inversion  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  el 
trouve  en  même  temps  dans  les  lois  de  l'algorithme  le  moyen  de 
pénétrer  la  nature  des  fonctions  qui  se  présentent  alors.  Il  reconnaît 
que  la  limite  supérieure  ;  d'une  telle  intégrale  et,  de  même,  «pie 
y/i  —  s2,  \  i  —  k2z3  peuvent  être  représentés  comme  des  quotients 
dont  les  numérateurs  et  le  dénominateur  commun  sont  des  fonctions 
de  deux  arguments,  c'est-à-dire  de  l'intégrale  x  elle-même  el   de  la 


(')  Jacobi,  Œuvres,  t.  I.  p.    >"i  en  haut;  |>.  35^,  milieu.  Pour  reconnaître  la 

c ùdence  l'eu  ne  doit  pas  employer,  comme  le  fail  M.  Schering  nu  haut  de 

la  page  .!<i~>.  les  I    "  ,  mais,  comme  c'esl  déjà  indiqué  il. m-  notre  note  (  '),  p   97, 
1I11   Mémoire  actuel,  les  Y  "  . 

I  -  )  Page  3g6,  en  haut. 

(')   Page  399. 
Page  393. 

(')  Page  396. 

Journ.  Je  Math.  •  III.     ■  Fasc.  II.  1  '1 
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grandeur  w.  Il  expose  les  propriétés  de  ces  quatre  fonctions  fonda- 
mentales pour  la  théorie  et  il  en  donne  les  expressions  analytiques; 

mais  les  démonstrations,  au  moins  dans  les  manuscrits  que  nous  avons, 
ne  sont  pas  poussées  jusqu'au  bout. 

Dans  ces  cahiers  de  notes  qui,  vraisemblablement,  datent  des  der- 
nières années  du  siècle  précédent,  Gauss  se  sert  donc  d'une  méthode 
qui  n'a  rien  de  commun  avec  les  méthodes  de  ceux  qui  ont  travaillé 
plus  tard  à  cette  théorie.  Mais  ceci  n'est  pas  resté  pour  lui  l'unique 
accès  aux  fonctions  elliptiques. 

Nous  avons  aussi  des  notes  datant  de  Tannée  1799,  sous  le  litre: 

Varia,  imprimis  de  intégrait  j  .     -  (  ')• 

J  v  '  "+"  t*ssins« 

Ici  Gauss,  entre  autres  choses,  donne  le  développement  en  série  de 
Fourier  de  sinam,  ainsi  que  des  fonctions  Sr0,  2rn  dont  le  quotient  re- 
présente cette  fonction,  ensuite  les  produits  infinis  pour  &0,  £,,  le  tout 
sous  la  même  forme  qu'Abel  et  Jacobi,  bien  que  dans  d'autres  nota- 
tions. Les  formules  se  suivent  sans  aucun  texte  qui  les  relie,  et  il  serait 
très  difficile  de  pouvoir  se  former  une  opinion  sur  la  manière  dont 
Gauss  a  pu  obtenir  ces  résultats,  si  lui-même  n'avait  expressément 
remarqué  dans  ses  Lettres  à  Bessel  et  à  Crelle,  qu'Abel  dans  ses  re- 
cherches (1837)  avait  «  enfilé  précisément  la  même  roule  dont  il 
(Gauss)  était  sorti  en  1798  »,  époque  par  conséquent  où  les  recherches 
de  Gauss  dont  il  s'agit  ici  étaient  déjà  pour  la  plus  grande  partie  termi- 
nées, puisque  la  remarque  susdite  ne  peut  être  relative  à  d'autres 
Notes  sur  la  Tbéorie  générale.  Nous  aurions  donc  à  supposer  que 
Gauss,  après  avoir  été  amené,  par  les  considérations  que  nous  avons 
exposées,  à  la  conception  de  l'inversion,  aurait  presque  aussitôt  re- 
connu l'importance  extrême  du  théorème  d'Euler  pour  les  nouvelles 
transcendantes  et.  se  serait  efforcé  de  l'employer,  pour  édifier  la 
théorie,  de  la  même  manière  que  le  lit  plus  lard  Abel. 

El  le  fait  tpie  Gauss  ne  fait  allusion  en  aucun  endroit  au  théorème 
d'addition  pour  le«  fonctions  elliptiques  générales  n'est  d'aucun  poids, 
en  présence  des  communications  faites  à  Grelle  et  Bessel.  Du  reste, 


(M   I'.  443  et  suiv.,  où  SWm  =  Sep  =  sin  am  (<p,  \t.i)\  et  où  à  peu  de  chose  près 
T  =  &„  w  —  2r„. 
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dans  les  papiers  laissés  par  Gauss,  l'on  ne  trouve  non  plus  aucune  trace 
de  maintes  recherches  que  <  rauss  a,  sans  aucun  doute,  menées  à  bonne 
lin  el  <iu"il  a  communiquées  à  d'autres.  A  ce  propos,  je  rappellerai 
seulement  ses  recherches  sur  les  intégrales  de  fonctions  d'une  variable 
complexe,  au  sujet  desquelles  il  a  fait  de  si  intéressantes  communica- 
tions à  Bessel  dans  sa  correspondance,  el  encore  La  théorie  générale 
de  la  division  de  la  lemniscate  à  laquelle  il  fait  allusion  dans  l'endroil 
déjà  cité  des  Disquisitiones   [rilhmeticœ. 

Dans  ces  recherches  de  l'an  y~^\)~  nous  avons  donc  un  traitement 
delà  théorie  complètement  différent  de  celui  que  nous  avons  indiqué 
au  commencement  de  cet  article.  Gauss  d'ailleurs  a,  semble-t-il,  fait 
usage  de  La  même  méthode  dans  son  étude  des  fonction:-;  lemnisca- 
liques  y  '  ).  sujet  dont  il  commence  l'étude  en  1797,  comme  l'indique 
une  note  de  sa  main:  el  cette  circonstance  esl  bien  propre  à  servi) 
d'appui  à  l'opinion  que  nous  avons  tout  à  l'heure  énoncée. 

Gauss  commence  la  théorie  des  fonctions  lemniscatiques,  après  la 
définition  des  fonctions  sin  lemn,  cos  lemn,  en  exposant  le  théorème 
de  L'addition,  dont  sonl  ensuite  tirées  1rs  premières  formules  de  la 
multiplication.  Ensuite  iJ»  vient  la  détermination  de  ers  fonctions 

comme  quotients  de  séries  de  puissances,  qu'il  affirn xpressémenl 

être  toujours  convergentes.  Ces  fonctions  sont  précisément,  particu- 
larisées dans  le  cas  en  question,  les  fonctions  A/  de  M.  Weierstrass. 
Ces  fonctions  -ont  aussi  représentées  par  Gauss  (s),  comme  produits 
simplement  infinis,  sous  la  forme  trigonomé trique  connue  qui  mel  en 
évidence  les  zéros,  et  à  ce  propos  il  ajoute  cette  remarque:  ■•  ld  quod 
rigorose  demonstrare  possumus.  »  Relativement  à  ceci,  nous  n'avons 
pas  besoin  de  supposer,  connue  il  a  été  déjà  fait  (  '),  que  Gauss  possé- 
dait déjà  les  théorèmes  généraux  sur  la  représentation  des  fonctions 
uniformes  par  des  produits  infinis  ;  celte  remarque  a  trait,  semble-t-il, 
plutôt  à  la  démonstration  de  l'identité  des  séries  trigonométriques, 
trouvées  pour  Les  fonctions  ,'r,  el  des  produits. 

y1)  P.  V'î  et  suiv. 

(2)  P.  io5,  bas  ;  406,  liaul  de  la  page. 

(3)  P.  4i5  et  suiv. 

(*)  Kcenigsberger,  Historique  des  fonctions  elliptiques,  <lc  1826  à  1829. 
Teubner. 
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Gauss  donne  ensuite  en  cet  endroit  les  développements  de  Fourier 
pour  les  numérateurs  et  dénominateurs  de  sinlemn  etcoslemn,  ainsi 
que  pour  ces  dernières  fonctions ('),  et  encore  la  décomposition  de  ces 
dernières  en  éléments  simples  (Partialbriiche)  (2).  Enfin  l'on  trouve 
encore  un  nombre  de  formules  pour  la  multiplication  complexe  (  ') 
(déduites  du  théorème  d'addition),  puis  des  développements  en  série 
et  en  produits  pour  les  périodes  (*)  et  des  formules  pour  la  quinlisec- 
lion  (5),  obtenues  au  moyen  de  la  moyenne  arithmético-géométrique, 
formules  qui  sont  certainement  en  rapport  avec  la  théorie  générale  de 
la  division  à  laquelle  Gauss  fait  allusion  dans  les  Disquisitiones. 

Mais  Gauss  ne  s'est  pas  contenté  de  pénétrer  profondément  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  à  l'aide  des  deux  méthodes  par  les- 
quelles il  était  arrivé  aux  résultats  que  nous  avons  cités  jusqu'ici.  Il 
avait  représenté  ses  nouvelles  transcendantes,  les  fonctions  S,  d'une 
part  comme  séries  infinies,  d'autre  part  comme  produits  infinis,  et  la 
corrélation  remarquable  ainsi  obtenue  entre  ces  expressions  analy- 
tiques de  nature  diverse  l'engagea  à  chercher  une  démonstration 
directe  des  équations  en  question  et  à  établir  sur  ces  principes  une 
théorie  de  ses  fonctions;  il  n'a  du  reste  pas  mené  jusqu'à  terme  ce 
dernier  point. 

Gauss,  dans  les  recherches  de  1798,  que  nous  avons  indiquées, 
éprouve  déjà  le  besoin  d'une  démonstration  directe  pour  les  identités 
qui  ont  lieu  entre  ces  séries  et  produits  infinis  (6).  Il  est  ensuite  re- 
venu sur  ce  point  qui,  jusqu'alors,  n'était  pas  encore  complètement 
élucidé,  dans  des  Notes  nombreuses  datant  de  1808,  1 800,  (').  La 
question  est  traitée  par  lui  avec  le  plus  d'extension  dans  le  fragment 


(')  P.  418  et  suiv. 

(!)  P-4»7- 

(«)  P.  '("• 

('•)  P.  420,  p.  424. 

(•)     P.   42L 

(")  P.  434,  au  bas  de  la  page. 

C)  P.  44o  vers  la  fin.  as  à  partir  d'ici  représente  toujours  ce  que  nous  dési- 
gnons par  q,  et  y  esl  notre  e-'x;  celle  équation  est  la  représentation  par  un  pro- 
duit de  -;J:  plus  loin,  voir  encore  équations  (6),  (7),  (9),  p.  446  et  447- 
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[ il titulé  :  Cent  théorèmes  sur  les  nouvelles  transcendantes  l  '  I,  donl 
nous  savons  seulemenl  qu'il  ne  remonte  pas  plus  loin  que  1818,  vu 
que  le  Mémoire  Delerminalio  attractionis  ...  \  esl  cité;  Gauss  pari 
ici  d'une  somme  Unie  el  la  transforme  en  un  produit;  le  passade  ,i 
l'infini  lui  fournit  alors  directemenl  deux  relations  entre  les  série> 
infinies  et  les  produits. 

L'on  ne  peul  nier  que  ce  procédé  de  (iauss  manque  de  celle  simpli- 
cité qui  distingue,  par  exemple,  les  démonstrations  d'identité  île  Jacobi 
el  de  Cauchy,  où  l'on  sait  que  la  marche  inverse,  qui  paraîl  plus  nal  u- 
rellc,  pari  du  produit  liui  pour  aboutir  à  la  somme  finie. 

Que  (iauss  eût  eu  vue  de  baser  sur  celle  démonstration  d'identité 
une  théorie  de  ses  fonctions,  c'est  ce  qui  résulte  déjà  de  toute  la 
méthode  d'exposition  du  fragment  cité;  ainsi,  par  exemple,  comme 
conséquence  évidente  du  théorème  suit  celte  remarque  (  -)  :  «  Les 
fonctions  qui  sont,  à  l'aide  de  ces  deux  théorèmes,  développées  en  pro- 
duits infinis,  sont  de  la  plus  haute  importance,  et  il  serait  bon  de  les 
désigner  ici  par  un  symbole  fonctionnel  particulier.  »  Ces  fonctions 
sonl  précisément  uns  &2,  ':.,;  ensuite  Gauss  introduit  .'r„  en  remplaçant 
w  par  w  -+-  i  dans  S3.  Il  considère  alors  les  développements  en  produits 
el  en  séries  de  ces  trois  fonctions  pour  les  arguments  o,  w,  d'une  part, 
et  pour  les  arguments  o,  zw,  d'autre  part;  l'on  obtient  ainsi  des  rela- 
tions identiques  (  '  )  qui  fournissent  la  transformation  du  second  degré 
des  constantes  thêta  et  en  même  temps  se  présente  ainsi  à  un  nouveau 
point  de  vue  la  corrélation  avec  la  moyenne  arithmético-géométrique. 
Le  fragment  se  termine  (l)  par  rétablissement  de  l'expression  déjà 
citée  de  y  à  l'aide  '\f^  modules  de  celte  chaîne  de  transformations  du 
second  degré. 

La  méthode  que  (  iauss  emploie  dans  les  dernières  Notes  citées,  ainsi 
d'ailleurs  cpie  dans  d'autres  «pie  nous  possédons  (  qui  recommencent  de 
nouveau  à  partir  de  1827),  peul  être  désignée  sous  le  nom  de  la 
méthode  des  identités.  Le  principe  esl  toujours  le  même  :  des  équa- 


(')  P.  461  et  suiv. 

(  =  )  P.  J65. 

(3)  P.  466. 

(')  I'-  '167. 
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lions  identiques  entre  produits  infinis  ou  sommes,  déduire  les  relations 
entre  fonctions  thêta. 

Relativement  à  cette  méthode,  de  même  que  relativement  aux  pré- 
cédentes, les  travaux  de  Gauss  ont  de  nombreux  points  de  contact 
avec  d  autres  recherches  et  notamment  avec  des  études  plus  modernes. 
En  effet,  par  exemple,  les  démonstrations  pour  les  théorèmes  d'addi- 
tion et  pour  les  équations  de  transformation  des  fonctions  Sr  se  ra- 
mènent toujours  à  de  pareilles  identités;  il  s'agit  pour  cela  seulement 
de  les  faire  précéder  de  principes  intuitifs  généraux  (heuristische). 
Tels  sont  en  particulier  les  principes  :  i°  de  la  décomposition  en  fac- 
teurs des  produits  infinis,  en  particulier  à  l'aide  du  théorème  de 
Cotes,  principe  dont  l'emploi  est  devenu  bien  connu  par  l'usage  qu'en 
ont  fait  Ahel  et  Jacohi  pour  établir  les  équations  de  la  transformation; 
2°  du  théorème  de  M.  Hermite  qui  nous  dit  qu'entre  r -\-  i  fonctions 
thêta  dites  d'ordre  r,  doit  toujours  avoir  lieu  une  équation  linéaire 
homogène  à  coefficients  constants;  ce  théorème  a  son  application  ici 
dans  l'établissement  des  identités  entre  1rs  séries  ~. 

De  ces  deux  principes  il  n'est  pas  douteux  que  Gauss,  bien  qu'iln'ail 
pas  fait  usage  du  théorème  de  Cotes,  a  employé  le  premier,  comme  il 
résulte  de  beaucoup  d'ébauches  de  démonstrations  (').  Quant  au 
second  principe,  l'on  pourrait  peut-être  soupçonner,  d'après  la  forme 
de  démonstration  donnée  pour  certaines  relations  thêta,  que  Gauss  le 
connaissait,  au  moins  en  partie,  sinon  en  toute  sa  généralité.  Il 
remarque  notamment  en  un  endroit  (-)  que  le  produit 

Z,(j:-±Y.^hZJ.r  —y,w) 

peul  -.'exprimer  en  fonction  linéaire  et  homogène  dé  S3 (sa?,  2<v)  et 
'-.a  2  ■'•,  an»)  à  coefficients  qui  ne  dépendent  que  de /seul,  cl  il  déter- 
mine ces  derniers  en  portant  dans  l'équation  des  valeurs  spéciales;  la 
démonstration  par  conséquent  est  donc  pareille  à  celle  que  l'on  emploie 
d'habitude  aujourd'hui.  Quant  au  principe  même,  il  n'est  nulle  part 


i  ')   P.  4(>t>.  en  haut;  p.  .'170  [2]  entre  antre*. 

(!)  P.  417,  équation  [69],  on  posera  3:=^=  étKiw,  y  =  e-u,  (x,y)  =  ';il.r,  »'), 

t.  —  <"-'.'  . 
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énoncé  par  Gauss  ;  nous  devons  donc  laisser  ouverte  la  question  <  I  «  - 
savoir  s'il  a  trouvé  les  résultats  dont  il  s'agit  ici  à  l'aide  d'autres  prin- 
cipes ou  encore  par  intuition. 

Cette  méthode  des  identités  s'étend  non  seulemenl  aux  théorèmes 
d'addition  des  fonctions  .r,  où  l'équation  de  Gauss  citée  peul  être 
employée  comme  point  de  dépari  suffisant,  mais  encore,  ainsi  qu'il  a 
été  déjà  remarqué,  à  la  théorie  de  la  transformation.  Nous  trouvons  ici 

chez  (  iauss,  outre  la  transformation  du  premier  (  '  )  ordre  el  du  sec I 

ordre  (  2  ),  aussi  celles  des  troisième  (  '),  cinquième  (  ')  el  septième  <  l 
ordre  des  fonctions  ~.  Au  lieu  des  équations  modulaires,  il  donne  tou- 
jours seulement  les  équations  homogènes  pour  les  constantes  .r  où  y  a 
été  remplacé  par  y"  ("),  ce  dont  on  peul  aisément  déduire  les  équa- 
tions modulaires.  En  un  endroit  (')  il  donne  aussi  pour  chaque  degré 
impair  de  transformation  toutes  les  racines  des  équations  correspon- 
dantes; ici  apparaissent  les  constantes  £r  correspondant  à  \  y  el  (iauss 
ajoute  que  l'on  pourrait  aisément  trouver  les  coefficients  des  équations 
au  moyen  du  développement  en  séries  des  constantes  S  suivant  les 
puissances  de  y. 

Outre  les  résultats  que  non  s  a  von  s  exposés,  nous  trouvons  encore  dans 
ces  derniers  cahiers  de  notes,  qui  de  même  que  les  précédents  sont  le 
plus. souvent  composés  de  formules  sans  texte  qui  les  relie,  de  nom- 
breuses propositions  accidentelles  ou  intercalations ;  je  citerai  entre 
autres  une  seconde  déduction  où  est  établie  l'équation  différentielle  du 
troisième  ordre  à  laquelle  satisfont  les  trois  fondions  SA(o,  iv),  faite  à 
l'aide  des  développements  en  produits  (8),  et  encore  une  remarque  I  ''  i 

(')  P.  411.  Chose  singulière,  c'est  seulement  un  cas  particulier  qui  est  traité 
ici. 

(  -)  P.  '171  et  suivantes. 

(f)  P.  47  '  »  4-5g  et  suivantes. 

(;)  P.  476  et  suivantes. 

'  P.  474- 

(6)  P.  44 1  el  suivantes,  p.  i">*>.  \~ 5  et  suivantes,  p.   178  et  suivantes. 
{'•)  P.  i76. 
(8)  P.  445. 

(')  P.A78.  En  toute  exactitude,  on  a  la  formule    ^-, —     =  „?  .  ' —  =  /. '.  <  lom- 

[_P(0  I       &*(o,wj 
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relative  à  la  considération  de  la  grandeur  w  comme  fonction  do  k,  qui 
nous  dit  qu'à  chaque  valeur  de  k  correspond  toujours  une  seule  et 
unique  valeur  w  à  l'intérieur  crime  certaine  partie  du  plan  des  w,  à 
I  intérieur  du  polygone  fondamental,  dirions-nous  aujourd'hui. 

Résumons  maintenant  rapidement  les  principaux  résultats  de  notre 
étude.  Nous  avons  vu  que  Gauss,  dès  la  fin  du  dernier  siècle,  avait  été 
conduit,  au  moyen  de  l'algorithme  de  la  transformation  de  Landen,  à 
représenter  l'inversion  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  à 
l'aide  des  quatre  fonctions  S,  ainsi  qu'à  développer  les  propriétés 
essentielles  de  ces  nouvelles  transcendantes.  Il  ne  pouvait  lui  échapper 
quelle  portée  fondamentale  sur  les  fonctions  inverses  a  le  théorème 
d'addition  d'Euler  pour  les  intégrales,  et  ceci  l'engagea  à  pénétrer  plus 
profondément  dans  la  nature  de  ces  fonctions  par  un  second  chemin, 
chemin  par  lequel  Ahel  entra  dans  ce  domaine  environ  trente  ans  plus 
lard.  Les  merveilleuses  relations  entre  les  sommes  et  produits  infinis, 
qui  sont  fournies  à  l'aide  de  la  représentation  des  fonctions  S  par  des 
produits,  conduisent  enfin  Gauss  à  une  troisième  manière  de  traiter 
celle  théorie  par  la  méthode  que  j'ai  nommée  dans  mon  exposé,  celle 
des  identités;  parmi  les  résultats  de  celte  dernière  recherche,  il  faut 
citer,  en  particulier,  ceux  qui  sont  relatifs  à  la  théorie  de  la  transfor- 
mai ion. 

Ainsi  Gauss,  et  cela  en  partie  au  moyen  d'une  méthode  qui  par  son 
originalité  singulière  nous  intéresse  au  plus  haut  degré,  s'était  créé, 
plusieurs  dizaines  d'années  environ  avant  Ahel  et  Jacohi,  une  théorie 
étendue  des  fondions  elliptiques  cjui  renfermait  une  partie  des  résul- 
tats les  plus  importants  énoncés  plus  lard  par  ces  géomètres.  En  effet, 
des  domaines  vastes  et  étendus  de  cette  théorie,  ce  n'est  à  proprement 
parler  que  les  recherches  plutôt  algébriques  qui  sont  relatives  au  théo- 
rème d'Abel  qui  lui  sont  restées  étrangères;  mais  hien  plus,  la  théorie 
de  Gauss  renferme  encore,  comme  nous  l'avons  vu,  en  différents 
endroits  les  points  de  dépari  de  recherches  plus  étendues  que  la  posté- 
rité seule  a  su  mener  à  terme. 

Si  nous  réfléchissons  à  l'immense  portée  des  découvertes  de  Gauss, 

parer  le  Mémoire  de  Dedekind  (Journal  de  d'elle,  t.  83),  Sur  la  théorie  des 
fonctions  modulaires  elliptiques. 
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importance  qui  ne  pouvait  certes  échapper  à  leur  auteur,  il  parall  au 
plus  haut  degré  extraordinaire  qu'il  ait  pu  penser  à  cacher  ces  trésors 
,'i  ses  contemporains,  surtout  après  qu'Abel  et  Jacobi  par  leurs  travaux 
lui  eussent  enlevé  la  priorité  pour  une  partie  des  résultats.  Nous  devons 
en  chercher  la  raison,  d'après  une  opinion  de  Wilhelm  Weber  que 
\l .  \\  eiersl  rass  a  bien  \  oulu  me  communiquer,  dans  ce  fait  que  (  îauss 
ne  voulait  jamais  commencer  la  publication  de  ses  recherches  avanl 
d'avoir  complètement  relié  entre  elles  en  un  accord  parfait  toutes  les 
diverses  méthodes  qui  lui  avaient  donné  accès  à  la  théorie.  El  cette 
opinion  correspond  absolument  à  tous  les  principes  de  Gauss  rela- 
tivement à  la  publication  de  travaux.  Néanmoins  nous  ne  pensons 
pas  nous  avancer  trop  loin  en  regardanl  cette  première  découverte  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  le  fait  de  sa  non-publication 
comme  un  des  événements  les  plus  surprenants  et  les  plus  merveilleux 
de  toute  l'histoire  des  Mathématiques. 


Journ.  de  Math.  (V  série),  tome  III.  —  Fasc.  II, 
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Votice  sur  Paul  Gunther,  Professeur  à  l'Université  de  Berlin  (1867-1891). 

Paul  Gunther,  un  des  plus  brillants  élèves  de  MM.  Kronecker,  Weierstrass  et 
Puchs,  publia,  dès  l'âge  de  20  ans,  dans  le  Journal  de  Cre/le,  des  Mémoires  très 
remarquables  sur  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques  et  celle  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires.  Le  Mémoire  ici  traduit  a  été  lu  (1890)  devant  la  Faculté  de 
Philosophie  de  l'Université  de  Berlin  à  l'occasion  de  son  Habilitation.  Il  allait 
entreprendre  sur  le  même  sujet  un  grand  travail  in  extenso,  à  l'invitation  de 
M.  Weierstrass,  qui  fondait  sur  son  élève  les  plus  hautes  espérances;  malheureu- 
sement Gunther  fut  enlevé  à  ses  amis  et  à  la  Science  par  une  mort  prématurée,  à 
l'âge  de  24  ans.  Une  courte  biographie  a  été  publiée  par  M.  Gutzmer  dans  le 
Zeitschrift  de  MM.  Schlômilch  et  Cantor,  t.  \\\\  11,  p.  46-49>  sous  le  titre  Zur 
Erinnerung  an  Paul  Giinlher.  Plusieurs  autres  Mémoires  ont  été  publiés 
après  sa  mort  dans  le  Journal  de  Crelle  par  les  soins  de  son  beau-frère, 
M.  Gutzmer,  professeur  à  l'Université  de  Halle,  et  de  M.  Staeckel,  professeur  à 
l'Université  de  Kœnigsberg.  L.   L. 
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Mcmmrc  sur  la  théorie  de  l'octaèdre  articulé; 
Par  M.   Raoul  RRICARD. 


T. 

M.  C.  Stephanos  a  posé,  dans  Y  Intermédiaire  des  Mathéma- 
ticiens ('),  la  question  suivante  : 

<<  Existe-t-il  des  polyèdres  à  faces  invariables  susceptibles  d'une 
infinité  de  transformations  avec  altération  seulement  des  angles  solides 
et  des  dièdres?  » 

J'ai  fait  connaître  dans  le  même  Recueil  (2)  un  octaèdre  concave 
particulier  possédant  la  propriété  dont  il  s'agit.  Cauchy,  d'antre  pari, 
a  démontré  (  :i  )  qu'il  n'existe  pas  de  polyèdre  convexe  déformable  dans 
les  conditions  prescrites. 

Je  me  propose  dans  le  présent  Mémoire  (retendre  le  résultat  rappelé 
ci-dessus,  en  résolvant  dans  sa  généralité  le  problème  de  M.  Stephanos 
pour  les  octaèdres  à  face;,  triangulaires. 

D'après  le  théorème  de  Cauchy,  tous  les  octaèdres  dont  j'établirai 
la  déformabilité  seront  nécessairement  concaves,  en  entendant  par  là 
qu'ils  possèdent   des  angles  dièdres  rentrants,  ou  bien  des  faces  qui 


(')  T.  I,  p.  228. 
(5)  T.  II.  p.  243. 

(3)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XVIe  Cahier;  i8i3.  (Deuxième  Mé- 
moire sur  tes  polygones  et  les  polyèdres.) 
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s'entrecroisent,  à  la  manière  des  faces  des  polyèdres  d'espèces  supé- 
rieures. 

IL 

Je  commencerai  par  établir  quelques  propriétés  relatives  à  la  défor- 
mation d'un  angle  tétraèdre  dont  les  quatre  faces  restent  invariables, 
déformation  analogue  à  celle  du  quadrilatère  articulé  dans  le  plan. 

Soit  (fig.  i)  l'angle  tétraèdre  SABNM,  articulé  suivant  ses  quatre 
arêtes,  et  ayant  pour  faces  de  grandeurs  invariables 

ASB  =  a,     ASM  =  p,     MSN  =  y,     NSB  =  S     (o<a,  p,  T,  8<«), 

cherchons  la  relation  qui  relie,  pendant  la  déformation  dont  cet  angle 
solide  est  évidemment  susceptible,  les  dièdres  SA  =  <p  et  SB  =  i|/. 


On  peut  supposer  que  la  face  ASB  conserve  une  position  fixe.  Nous 
rapporterons  dès  lors  le  système  à  trois  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires, défiais  ainsi  qu'il  suit  :  l'origine  sera  placée  en  un  point  A  de 
l'arête  SA,  tel  que  SA  =  i .  Les  axes  Ax  et  Ay  seront  respectivement 
parallèles  aux  bissectrices  extérieure  et  intérieure  de  l'angle  ASB,  et 
dirigés  de  manière  que  le  point  S  ait  une  ordonnée  négative,  et  le 
point  B  une  abscisse  positive.  Le  sens  des  z  positifs  pourra  être  pris 
arbitrairement. 
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Ces  axes  étant  ainsi  choisis,  les  points  M  et  N,  appartenant  aux 
arêtes  >\1  el  SN,  el  tels  que  les  angles  SAM,  SBN  soient  droits,  onl 
respectivement  pour  coordonnées 

i  a?,  =  tang($cos-cos<p,  I  ,r.,  =  2sin tangScos-cos^, 

,  y,  =  tan  g  (3  sin  *  cosep,  ,   v.  =  tangS  sin  -  cos^i 

;,  =  tang{isin<p,  :.  =  tang$sin<j/. 

Égalons  la  valeur  de  M\  qui  résulte  de  ces  expressions  à  celle  que 
fournit  la  considérai  ion  du  triangle  SMN,  il  vient 


cos'P        cos-o         cosficosS 

=  (  tang^cos^cosç  -+-  tangâcos-cos'j'  —  2  sin  - 

-1-  (  tangP  sin  -  cosç  —  tangSsin  -  costj/  ) 
-+-  (tangP  sin<p  —  tangSsinij/)2, 

et,  après  réductions, 

sin  à3  sino  cosa  cos^p  cos'j/  —  sin  J3  sin  0  si  no  sinty 
—  sin  a  sin p  cosocoso  —  sinasinS  cos(3  cosi|> 

+  cosy  —  cosa  cdsj  cosS  =  o. 

Introduisons  à  présent  les  variables 

/  =  tane;-        cl         «  =  tang-- 

On  a 

it 


sin  - 


i-t-<2 

.          1  —  ,7-  .     ,  2  11 

cos'i  =  ;j         suri/  = 

■         1  -4-  //- 


1 4-  ir  '  14-  n- 

Mous  parviendrons  ainsi  à  la  relation,  que  j'appellerai  équation  de 


n6 

l'angle  tétraèdre, 
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(0 


r\t"-u-  -+-  B/2-+-  2C///  +  D«2-t-  E  =  o, 


en  posan 1 

1    A  =  sin  (3  sino  cosa  -+-  sin  [3  cos§  sina  -+-  sin  8  cos  [3  sina 

—  cosa  cos(3  coso  -4-  cosy 
=  cosy  —  cos(a  +  (i  4-  S), 

B  =  —  sin  (3  sin  o  cos  a  +  sin  [3  cos  o  sin  a  —  sin  0  cos  [3  sin  a 

—  cosa  cos  [3  coso  +  cosy 
=  cosy  —  cos(a  +  [3  —  0), 

(a)        /  C= — 2 sin (3  sino, 

D  =  —  sin  p  sin  ô  cos  a  —  sin  (3  coso  sina  +  sino  cos  [3  sina 

—  cosa  cos  fi  coso  +  cosy 
=  cosy  —  cos(a  —  [3  +  S), 

E  =  sin  [3  sin  S  cos  a  —  sin  [3  coso  sina  —  sin  S  cos  [3  sina 

—  cosa  eos[3  coso  -1-  cosy 
=  cosy  —  cos(a  —  (3  —  0). 

11  était  facile  de  prévoir  la  forme  de  la  relation  (  1  ). 

En  effet,  à   une   valeur  déterminée  de  t=  tang-  correspond  une 

position  unique  de  la  face  ASM,  l'angle  <p  étant  alors  déterminé  à  un 
multiple  près  de  2-.  Cette  face  étant'  ainsi  fixée,  la  construction  de 
l'angle  tétraèdre  peut  être  achevée  de  deux  manières  :  il  existe  en 
effet  deux  positions  de  la  droite  SN,  symétriques  par  rapport  au 
plan  BSM  et  telles  que  Ton  ait 


angle  MSN 


angle  BSN  =  0. 


A  chaque  position  de  la  face  BSN  correspond  une  seule  valeur  de 
la  variable  u.  Ainsi  la  relation  cjui  relie  /  et  u  doit  être  du  second  degré 
par  rapport  à  u. 


SUB     LA     rHEORlE     DE    I    OCTAEDRE     \i;  1  M   i   l  i  .  I  iy 

Pour  la  même  raison,  elle  doit  être  du  second  degré  par  rapport 
a  /.  Enfin  il  est  visible  que  si  cette  relation  esl  satisfaite  par  les  valeurs 
/,  <v,  elle  l'est  égalemenl  par  les  valeurs  —  /  <•!  —  //.  Elle  esl  donc  né- 
cessairement de  la  forme  (i). 

Cas  de  décomposition  de  l'équation (1).  —  Nous  venons  «le  voir 
qu'à  une  valeur  de  /  correspondent  deux  valeurs  de  a.  Il  esl  utile  de 
rechercher  dans  quel  cas  la  relation  (  i  )  se  décompose,  de  manière  que 
ces  valeurs  de  //  soient  fonctions  rationnelles  «le  /. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  l'a 1 1 1  et  il  suffit  que  le  polynôme 

Ot2  —  (A/2  +-  I  >  )  (  B/2  +  E)  =  -  ABl<  -+-  (C2  — AE  -  BD  )  /-  —  DE. 

qui  figure  sons  le  radical  entrant  dans  l'expression  de  u  en  fonction 
de  t.  soit  un  carré  parfait.  Or  cela  peut  arriver  de  deux  manières. 
1°  On  a 

(C2- AE-  BD)-  —  4ABDE  =  o. 

On  trouve,  par  un  calcul  qui  ne  présente  pas  de  difficultés,  que  le 
premier  membre  de  cette  égalité  se  réduit  à  l'expression 

16  sin2a  sin2(3  siiry  sin2<5. 

Cette  condition  ne  pourrait  donc  être  remplie  que  si  l'un  des  angles 
a,  3,  y,  S  se  réduisait  à  o  ou  à  -,  ce  qui  esl  impossible. 

Il  semblerait  tout  d'abord  que  ce  cas  se  présente  quand  le  sommet  S 
s'éloignant  à  l'infini,  l'angle  tétraèdre  dégénère  en  un  faisceau  prisma- 
tique. Mais  alors  il  faut  observer  que  les  valeurs  des  coefficients  \.  B, 
C,  D,  E,  se  réduisent  toutes  à  o,  et  les  raisonnements  précédents  ne 
s'appliquent  plus.  Toute  section  droite  du  faisceau  prismatique  esl  un 
quadrilatère  plan  articulé,  dont  la  déformation  esl  régie  par  une  ('([na- 
tion de  même  forme  que  l'équation  (i)  : 

A'  t-  ir  -+-  B  /-  +  2C'lu  -+-  Du2  -+-  E'. 

Les  coefficients  A',  B',  C,  D,  E  oui,  en  fonction  des  côtés  a,  b, 
c,  d  dn  quadrilatère,  des  expressions  qu'on  tirera  aisément  de-  valeurs 
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de  A,  B,  C,  D,  E,  en  faisant  tendre,  dans  ces  dernières,  les  angles  a, 
(3,  y,  o  vers  zéro,  de  manière  qu'on  ait 

■  _  P  __  y  _i. 

a        b        c        d 

(  )n  verra  alors  que  la  condition 

(C2  -  A'E  -  B'D')2  -  4  A'B'D'E'  =  o 

entraînerait  l'égalité  impossible 

abcd  =  o. 
2"  On  a 

AB  =  o         avec         DE  =  o. 

Ces  relations  entraînent  l'un  des  groupes  suivants  d'égalités  : 

B  =  o,  E  =  o, 

A  =  o,  D  =  o, 

B  =  o,  D  =  o, 

A  =  o,  E  =  o. 

Considérons  par  exemple  les  égalités 

A  =  o,         D  =o. 

Il  en  résulte  :  soit 

y  =  a  -+-  P  -+-  S  H-  2&it         avec         y  =  a  —  (3  -i-  o  +■  zk'it, 
soit 

Y  =  a  +  P  +  S+2A"it         avec         y  =  —  a  +  [3  —  o  +  nk'iz, 
soit 

y  =  —  a  —  p  —  o  -f-  2 A-         avec         y  =  a  —  (3  -4-  o  -f-  2 A-'-, 
soit 

y  =  —  a—  (3  —  o-t-  2/1  -  avec         Y  =  —  a  -4-  (3  —  0  +  2Â't:. 


(3) 
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Le  premier  couple  de  relations  es!  incompatible  avec  [es  li\  pothèses 
faites  sur  la  grandeur  des  angles  a,  [i,  y,  o.  On  en  tire,  en  effet, 

P +  (*-*>  =  <>, 

ce  qui  est  impossible. 

lui  examinant  les  autres  couples,  on  voit  que  seul  le  troisième  esl 
admissible  el  qu'il  a  pour  conséquences  nécessaires 

a  -h  8  =  -iï,  (J  +  y  —  -. 

On  raisonnera  de  même  sur  les  autres  égalités  (3).  Je  1rs  écris  de 
nouveau,  en  niellant  à  côté'  de  chacune  d'elles  la  relation  qu'elle 
entraîne  entre  les  lace-  de  l'angle  tétraèdre  : 


B  =  o, 

E  =  o, 

o  =  a, 

Y=p, 

A  =  o, 

D  =  o, 

5  =  ic-  y.. 

y  =  ic-p, 

B  =  o, 

D  =  o, 

s  =  p, 

Y  =  a, 

A  =  o, 

E  =  o, 

«=*-& 

T  =  ic-«. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  reconnaître  deux  cas  de  décomposition 
de  L'équation  (i)  : 

i°  L'angle  tétraèdre  a  ses  laces  adjacentes  égales  ou  supplémen- 
taires deux  à  deux.  Son  équation  se  réduit  à 

USB+2C/  +  Dtt=  o, 

ou 

B/2  4-  iClll  -4-  E  =  o 

i  en  supprimant  dans  la  première  Le  facteur 


qui  correspond  au  cas  sans  ïntérêl  où  les  faces  adjacentes  de  L'angle 
tétraèdre  restent  deux  à  deux  en  coïncidence  pendant  la  déformation). 

Je  dirai  qu'un  angle  tétraèdre  de  cette  nature  est  rhomboïde. 

■2°  L'angle  tétraèdre  a  ses  faces  opposées  «'gales  ou  supplémentaires 


Journ.  de  Math.  <b'  série),  tome  III    —  Fasc.  II,  1S97. 
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deux  à  deux.  Son  équation  est  alors 

\  /-  ir  -+-  à Clu  -4-  È  =  o 
ou 

Ces  équations  s'écrivent  respectivement,  en  ayant  égard  aux  valeurs 
de  leurs  coefficients, 

[  cosa  —  cos(a  +  2JB)]  f-u1  —  \  sin2  [3/ m  +  cosa  —  cos(a  —  2$)  =  o, 

ou 

sin(a  +  [3)/2«2  —  2sin(3  lu  —  sin(a  —  p)  =  o 
et 

[cos(a  +  2Ji)  —  cosa]/2  —  2sin2(3/«  -+-  [cos(a  —  2  (3)  —  cosa  \ir  =  o, 


sin(a  -1-  (3)/2  -+-  2sin[3/w  —  sin(  a  —  $)u~  =  o. 
Elles  se  décomposent,  la  première  en 

(4) 

et 

.    „         .  sin 

sinP  — sina 
(4')  *H  = 


la  seconde,  en 
(5) 


sin(a-t-fl)  .     a-h  ft* 

2 

•     «-P 
.     Q  .  Slll  

/  —  sin  fi  -t-  sin  a  2 

H  —        sinfa  +  S)                .     a  -+-  S 
sin ~ 


et 

a-p 

•    „         ■  cos  

.„,.  /   —  sin  p  —  sin  a  2 

»  =        sin  (a  +  fi)  .  a  +-  fi  ' 
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Il  n'est  pas  inutile  de  résumer  la  discussion  précédente  :  <>n  peutdis- 
tinguer  trois  espèces  d'angles  tétraèdres  articulés  : 

i"  L'angle  tétraèdre  général  dont  les  faces  n'ont  pas  de  relations 
particulières.  Son  équation  est  irréductible,  de  sorte  qu'à  chaque  valeur 
d'une  des  variables  /.  u  correspondent  deux  valeurs  de  l'autre  variable, 
qui  ne  sont  pas  fonctions  rationnelles  de  la  première; 

2"  L'angle  tétraèdre  rhomboïde.  A  une  valeur  de  t  correspond  une 
seule  valeur  de  u,  qui  en  est  fonction  rationnelle,  mais  la  réciproque 
n'est  pas  vraie  ; 

3°  L'angle  tétraèdre  à  faces  opposées  égales  ou  supplémentaires 
deux  à  deux.  A  une  valeur  de  t  correspond  une  seule  valeur  de  u,  et 
réciproquement. 


III. 


L'équation  (i)  contenant  quatre  paramètres  arbitraires,  toute  équa- 
tion de  la  même  forme 


\t-u-  +  B/2  -t-  2C/M  +  Dr  +  E  =  o 

peut  être  considérée  comme  définissant  la  déformation   d'un  angle 
tétraèdre  articulé. 

Les  éléments  de  cet  angle  tétraèdre  sont  donnés  par  les  relations 

oos y  —  cos(ï  -+-  fi  -t-  o)  cos-,-  —  cos(a  -+- 13  —  2 )  —  asinfisinS 

Â  B  C 

_  cos  y  —  cos  (  a  —  ^  -t-  o  ) cos  y  —  cos  (  a  —  p  —  8  ) 

D  Ê 

d'où  l'on  tire 


tsin(3sinô  Jsin  (3  sinâ  cosa  4s''io  cos 3  si n  x 

C  =  A-B-D  +  K  =  A  —  B  +  D  —  E 

_    .'(sin  J3  coso  sin  i    4(C0SY  —  COSacosfJ  COSû) 

=  A-t-B— D  — E  =  A  +  B  +  D  +  K 
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On  a,  par  suite  : 

A  —  B  —  D  +  E  D  —  aCsina 

cosa  =  -        — ÏC '         ,an?  ?  =  A-B  +  D-E' 

■n  —  2C  sin  a 

(6)  tanS*=A  +  B_D_E' 

I  Q         fA'-+-B+D  +  E.„.s 

cosy  =  cosa  cosp  coso p smpsmo, 

formules  qui  permettent  de  calculer  successivement  les  angles  a,  3,  0,  y. 
Il  faut,  bien  entendu,  que  certaines  conditions  de  réalité  soient  satis- 
faites; elles  sont  fort  compliquées  et  il  serait  sans  intérêt  de  les  écrire. 
Comme  on  peut  supposer 

a,  3,  y,  o<-, 

les  formules  précédentes  définissent  seulement  deux  systèmes  de 
valeurs  pour  ces  angles  (en  écartant  le  deuxième  cas  de  décomposition 
auquel  je  reviendrai  tout  à  l'heure).  On  voit  immédiatement  que  si 
l'un  des  systèmes  est  formé  des  valeurs 

«,     P,     Y,     *, 
celles  de  l'autre  système  sont 

y       -  _  3       v       t  —  0 

oc,        ,.  p,         ,,        ,.  j. 

Il  résulte  de  là  un  théorème  qui  nous  sera  fort  utile  dans  la  suite  : 

Si  deux  angles  tétraèdres  articulés  T  et  T,  peinent  se  déformer 
de  telle  manière  que  deux  dièdres  adjacents  de  T  soient  constam- 
ment égaux  ou  supplémentaires  à  deux  dièdres  adjacents  de  T , ,  ces 
angles  tétraèdres  ont  leurs  faces  deux  à  deux  égales  ou  supplé- 
mentaires. 

Conservons  les  notations  précédentes  pour  les  éléments  de  l'angle 
tétraèdre  T  et  désignons  les  éléments  correspondants  de  T,  par  les 
mêmes  lettres  affectées  d'un  indice.  Le  théorème  présente  trois  cas 
qui  s'établissent  tous  de  la  même  manière. 
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Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ail  constamment 

d'où 

/    =  /,  //.  =  -■ 

u 

On  a,  pendant  la  déformation  de  T, ,  la  relation 

A,  /;  u]  -t-  l>,  l'\  4-  2C(  /,  a,  4-  D,  u]  -t-  E,  =  o. 

Si  l'on  \  remplace  /,  el  m,  respectivement  par  t  et- >  il  vient 

A  ,  —  +  B,  l-  -t-  zC{  -  ■+■  D,  —.  +  E,  =  o, 

'u1  u  u1 

ou 

1),  t- u-  +  A,  t-  -+-  2(>,  tu  -+-  E,  ?r  h-  D,  =  o. 

Cette  relation  doit  être  identique  à  (i).  On  a  donc 


B,         A, 

G, 

E,         D, 

A   —   B 

"  G 

~  D  —    E 

Appliquons  alors  les  formules  (6)  à  l'angle  tétraèdre  T(.  On  trouve 

a,  =  -  —  x.         Pi  =  P      ou      ~  —  %        o,  =  -  —  o      ou      o.        y,  =  Y, 

ce  qui  rentre  bien  dans  le  théorème  énoncé. 

Cette  proposition  est  encore  Maie  quand  les  angles  tétraèdres  I 
etT,  sont  rhomboïdes,  niais  elle  cesse  de  l'être  quand  ils  ont  chacun 
leurs  faces  opposées  égales  ou  supplémentaires  deux  à  deux.  Il  existe 
en  effet  une  infinité  de  tels  angles  tétraèdres  dont  la  déformation  est 
régie  par  une  mêi iquation 

///       /,         ou         -  =  k' . 
u 

Si  y.  el  i  désignent  deux  laies  adjacentes  d'un  angle  tétraèdre  satis 
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faisant  à  la  première  condition  par  exemple,  on  doit  avoir 

3  —  ■x                                                  .    8  —  a 
cos sin 

—  =  A"         ou  bien         rj         =  />', 


d'où 


la  ii  2- 
P_*->  ...  u;„„  s2_i-/. 


ta i)i2  -  taner-  =  -f ■         ou  bien 


k  -+- 1  a      /,  +  ! 

t  a  n  g  - 


îgalités  dont  chacune  a  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  a  et  de  (3. 


IV. 

Pour  compléter  ces  généralités,  j'établirai  encore  la  propriété  sui- 
vante de  l'angle  tétraèdre  articulé,  analogue  à  une  propriété  bien 
connue  du  quadrilatère  articulé. 

Quand  un  angle  tétraèdre  articulé  se  déforme,  il  existe  une  rela- 
tion linéaire  entre  les  cosinus  de  deux  dièdres  opposés. 

En  effet,  en  conservant  les  notations  précédentes  et  en  désignant  en 
outre  par  0  le  dièdre  ON,  on  a,  par  la  formule  fondamentale  de  la 
Trigonométrie  spbériquc, 

cosBOM  =  cos  a  cos  [3  -+-  sin  a  sin  ^  cosep 
=  cos  y  cos  S  -h  sin  y  sin  o' cos  0, 

c'est-à-dire  une  relation  de  la  forme 

A  cosep  4-  B  cosO  H-  C  =  o. 

Quand  l'angle  tétraèdre  présente  l'un  quelconque  des  cas  de  décom- 
position signalés,  cette  relation  se  réduit  à 

cosep  =  cosO, 

d'où 

<s  =  0, 
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si  l'on  n'admet  p 'les  dièdres  de  l'angle  tétraèdre  que  des  valeurs 

comprises  entre  o  et  -.  Réciproquement,  si  un  angle  tétraèdre  articulé 
se  déforme  de  telle  manière  que  deux  dièdres  opposés  restenl  con- 
stamment égaux,  cet  angle  tétraèdre  est  rhomboïde  ou  a  ses  faces 
opposées  égales  ou  supplémentaires  deux  à  deux.  En  effet,  on  a  alors 
les  relations 

cosacosjî  =  cosycosS, 

sina  sin  p  =  siny  sin  o, 


et 


cos(a  ±  P)  =  cos(y  ±  5) 
cos(a  —  P)  =  cos(y  —  S), 
équations  qui  admettent  les  quatre  systèmes  de  solutions 

T  =  ic-«>         8  =  *-?;'       t  =  «-P,         §  =  - 


Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  recherche  des  conditions  de 
déformabilité  d'un  octaèdre  à  faces  triangulaires,  dont  les  arêtes  sont 
de  longueurs  invariables. 

11  faut  d'abord  montrer  qu'un  tel  octaèdre,  même  concave,  est 
rigide  en  général;  cela  résulte  du  théorème  de  Legendre  d'après 
lequel  le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déterminer  un  po- 
lyèdre est  précisément  égal  au  nombre  de  ses  arêtes.  En  effet,  la 
démonstration  de  ce  théorème  repose  tout  entière  sur  le  fait  que  le 
polyèdre  satisfait  à  la  relation  d'Euler  (ou  de  Descartes),  et  ne  dépend 
nullement  de  sa  convexité  ou  de  sa  concavité.  Or,  un  octaèdre  à  faces 
triangulaires  satisfait  bien  à  cette  relation,  quelle  que  soil  la  dispo- 
sition de  ses  faces. 

L  n  octaèdre  dont  on  se  donne  les  arêtes  est  donc,  en  général,  com- 
plètement déterminé,  c'est-à-dire  indéformable.  Notre  but  est  de 
reconnaître,  si  dans  certains  cas.   par  suite  de  relation-  particulières 
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existant  entre  les  arêtes,  celte  détermination  peut  cesser  d'avoir  lieu. 
Alors  l'octaèdre  sera  déformable. 

Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  pour  l'octaèdre  ABCDEF  (Jig-  2). 
I  )n  voit  d'abord  que  les  douze  dièdres  de  cet  octaèdre  sont  nécessai- 


rement tous  variables,  quand  on  lui  fait  subir  la  déformation  dont  il 
est  susceptible. 

Admettons  en  effet  que,  pendant  la  déformation  de  l'octaèdre,  l'un 
de  ses  dièdres,  AB  par  exemple,  reste  de  grandeur  constante.  L'angle 
tétraèdre  formé  par  les  quatre  faces  ayant  le  point  A  comme  sommet 
commun  sera  tout  entier  rigide,  l'un  de  ses  dièdres  étant  invariable. 
La  considération  des  angles  tétraèdres  ayant  leurs  sommets  en  F,  E,  D 
montre  alors  que  tous  les  dièdres  de  l'octaèdre  seront  de  grandeur 
constante,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

L'octaèdre  présente  donc  six  angles  tétraèdres  qui  tous  se  déforment 
avec  conservation  de  leurs  faces.  11  faut  distinguer  trois  cas,  suivant 
que  ces  angles  tétraèdres  sont  généraux  (au  sens  donné  §  II  à  ce  mot), 
rhomboïdes  ou  bien  à  faces  opposées  égales  ou  supplémentaires  deux 
à  deux. 

VI. 

Examinons  d'abord  le  premier  cas.  Parmi  les  six  angles  tétraèdres, 
envisageons  ceux  qui  ont  leurs  sommets  en  A,  I!,  C.  Leurs  déforma- 
tions sont  régies  par  trois  équations  semblables  à  l'équation  (1)  et 
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indécomposables  : 

(7)  A  t-  a- -h  v>  r-  ■+-  2<;  tu  -+- 1)  //-+  k  =  o, 

1  s ,  Me  v2 ■+-  B'r-  +  2c  a-  +-  ir  <•-  +  k  =  „, 

(9)  \  u2ps  h-  B"«!  +  aC"«p  +  D"p!  +  E"=  o, 

•  ■M  désignant  par  t ,  u,  v  les  tangentes  des  demi-dièdres  BC,  CA,   \l!. 

'■i  par  A.  I! K    des  constantes  qui  dépendem  des  faces  des  trois 

angles  tétraèdres  et,  par  suite,  des  arêtes  de  L'octaèdre. 

Les  équations  précédentes  doivent  être  satisfaites  par  une  infinité 
de  systèmes  de  valeurs  données  à  /,  u  el  v.  Par  conséquent,  les  équa- 
tions 1  8  i  et  (  9),  en  r,  doivent  avoir  une  ou  deux  racines  communes 
pour  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  /  et  de  u  satisfaisant  à 
l'équation  (7). 

<  )r  il  est  impossible  que  les  équations  (  8)  et  (9  1  aient  constammenl 
leurs  deux  racines  communes  :  en  effet,  s'il  en  était  ainsi,  cm  aurait 

\  '/■'  -    Ii  Cl  B't-~  i: 


A   K*-t-  D"        C"u        B"w3  +  F," 

d'où  l'on  tire  deux  équations  du  troisième  degré  en  /  et  u,  qui  de\  raient 
avoir  avec  l'équation  (7),  une  infinité  de  solutions  communes;  01 
ceci  est  impossible,  puisque  celle  dernière  est  supposée  indécompo- 
sable. 

\in-i  les  équations  (8)  et  (9)  ont,  en  général,  une  seule  racine 
commune  en  p.  Cette  racine  est  dune  exprimable  en  fonction  ration- 
nelle des  coefficients  de  ces  équations  et,  par  suite,  de  t  el  de  //.  <  >r.  un 
tire  des  équations  (7)  et  (8) 

—  Ct±\/Fjt) 

u  = — - — -■ 

A(!+D 

,  _   —  C'f±y/F7(7) 


A'<!+D' 


!•'</)  =  C2  /--  1  \  /-'  •  D  )(Bf-+  E  ), 
F,(0  =  C'2/2-(A  1-+  D  m  li  t*      I    i, 

■I  en  choisissant  convenablement  les  signes  placés  devant  les  radicaux. 
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(  )u  ii  donc 

—  C't±\ 


C'<±y/F,(<)  _      r-C<±y/F(/)1 
A'is-t-D'  ?  L'      Ats+D 


:i.c,  y~)  désignant  une  fonction  rationnelle. 

Le  second  membre  de  «elle  relation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

I,  -+-  M  y'F(f) 

N 

L,  M,  N  étant  des  polynômes  en  /.  On  arrive  finalement  à  l'identité 

l\F77)-t-Q\F,în  +  R  =  o, 
où  I',  Q,  1\  sont  encore  des  polynômes  en  /.  On  tire  de  là 

F(OF,(0-[R'-F'F2(î]-QSFl(f)]S- 

Le  produit  des  polynômes  F(/)  et  F,(£)  doit  donc  être  le  carré 
d'une  fonction  rationnelle  et,  par  suite,  d'un  polynôme  en  /.  Il  en 
résulte  que  F(/)  et  F,(/)  sont  identiques  à  un  facteur  constant  près. 

En  effet,  F(/)  et  F,(/)  sont  deux  polynômes  bicarrés,  qui  ne  sont 
pas  carrés  parfaits,  sans  quoi  les  équations  (7)  et  (8)  seraient  réduc- 
tibles, contrairement  à  l'hypothèse  faite.  On  peut  donc  poser 

F(  l  )  =  —    A1J(7  -X)(«  +  A)(«-(A).(«  +  [i  >,  A  ^  u., 

F,(  i)  =  —  VB'(  '  —  '-  u  '  +  ~k  ](l  -  V-')0  -+■  V-'  >■         A'^  \h'i 
et  leur  produit  ne  peut  être  carré  parfait  que  si  Ton  a 

A  =  ±  A',  u.  =  ±  u.', 

ou  bien 

X  =  ±  u.'.  u.  —  ±  A', 

ce  qui  justifie  l'assertion  énoncée.  Nous  en  lirons  celte  conséquence 
importante  : 

Les  équations (7) et (8),  respectivement  en  u  et  p,  ont  leurs  racines 
égales  pour  les  mêmes  valeurs  de  /. 

Je  pourrais  poursuivre  l'étude  algébrique  du  système  (7  ),  (  8),  (  9  ». 
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deuil  la  considération  doil  seule  suffire,  comme  on  le  voil  .use rit,  à 

donner  1rs  ,- litions  de  déformabilité  de  l'octaèdre.  Mais  on  sérail 

ainsi  engagé  (huis  îles  calculs  à  peu  près  inextricables,  en  raison  de  la 
manière  compliquée  donl  les  éléments  de  l'octaèdre  entrenl  dans  les 
coefficients  A.  I!,  C ^.ussi  vais-je  prendre  une  autre  voie  Je  si- 
gnalerai toutefois  le  théorème  suivant,  parce  qu  il  peul  trouver  son 
application  dans  d'autres  recherches: 

Pour  que'  1rs  équations  (7),  (8),  1  9  |  aient  une  infinité  de  solu- 
tions communes,  il  faut  et  il  suffît  qu'elles  résultent  <l<j  l'élimina- 
tion successive  de  1.  //.  1 ,  entre  /es-  2  équations 

lue  +  mvt  +  nlu  +  p  =  o, 

/  /    •    m'u  -r-  n'v  -\-p'tuv  =  o, 

où  I.  m ,  11,  ji,  I .  ///'.  //'.  />  sont  des  coefficients  arbitraires. 

Revenons  donc  à  la  considération  de  l'octaèdre  ABCDEF  el  inter- 
prétons géométriquement  le  dernier  résultat  obtenu. 

Quand  «prend  une  valeur  telle  que  l'équation  (  7) en  wait  ses  racines 
égaleSjle  dièdre  CE  devient  évidemment  égal  à  <>  <>u  à  -.  De  même, 
quand  l'équation  |  8  )  en  v  a  ses  racines  égales,  le  dièdre  BF  devient  égal 
à  o  ou  à  -.  Ainsi  les  dièdres  CE  el  BF  sont  tels  que  si  l'un  d'eux  devient 
égal  à  o  ou  à  -.  l'autre  prend  en  même  temps  l'une  de  ces  valeurs. 

Or,  pendant  la  déformation  de  l'octaèdre,  il  existe  une  relation 
linéaire  entre  les  cosinus  de  ces  Ac\i\  dièdres.  On  a  en  effet  l  ?;  I\  1  une 
relation  linéaire  entre  le  cosinus  de  chacun  de  ces  dièdres  et  celui  du 
dièdre  BC,  qui  leur  est  opposé  dans  les  angles  tétraèdres  articulés 
ayant  leurs  sommets  respectivement  en  C  et  en  B 

/cos<  1E  4-  mcosBC  +  n  =  o, 
/rns|!K  .   nz'cosBC  +  rc'  =  o, 

d'où  l'on  lire  bien  une  relation 

/  cos(  !E  •   m  cosBF  +  n  =  n. 

I  .  m  .  n"  étant  des  coefficients  constants. 
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Faisons  successivement,  dans  celle  relation,  le  dièdre  CE  égal  à  o 

et  à  r..  Le  dièdre  BF,  avons-nous  dit,  prendra  à  chaque  fois  l'une  des 
mêmes  valeurs  ;  il  ne  peut  prendre  deux  fois  la  valeur  o  ou  la  valeur-, 
car  on  aurait  alors 

l"  ±  m" -h  n"  =  o, 

—  I"  ±  m"  -+-  n"  =  o, 

m"  ayant  le  même  signe  dans  chaque  premier  membre  et,  par  suite. 

/"=  o,  m"  =  ±  n" . 

La  relation  (10)  se  réduirait  donc  à 

cosBF  =  ±  i, 

ce  qui  est  impossible,  puisque  tous  les  dièdres  de  l'octaèdre  sont  va- 
riables. Le  dièdre  BF  doit  donc  prendre  une  fois  la  valeur  o  et  une 
fois  la  valeur  u,  dans  le  même  ordre  que  le  dièdre  CE  ou  dans  l'ordre 
inverse.  On  a  donc 

I"  ±  m"  -+-  n"=  o, 

—  I"  zp  m"  -+-  n"  =  o , 

avec  correspondance  des  signes  de  m"  dans  les  deux  premiers  membres. 
On  tire  de  là 

«"=  o,  l"  =  ±  m", 

et  la  relation  (10)  devient 

cosCF  =  ±  cosBF. 

Ainsi,  pendant  la  déformation  de  l'octaèdre,  les  dièdres  CE  et  BF 
sont  constamment  égaux  ou  supplémentaires. 

Nous  pouvons  faire  le  même  raisonnement  en  considérant  trois 
angles  tétraèdres  ayant  pour  sommets  ceux  d'une  face  autre  que  ABC. 
Comme  tous  ces  angles  tétraèdres  sont  supposés  généraux,  la  conclu- 
sion sera  la  même,  et  nous  pouvons  dire: 
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Pendant  lu  déformation  de  l'octaèdre,  ses  dièdres  opposés  res- 
tent deux  à  deux  égaux  ou  supplémentaires. 

\.\\\  isag< s  alors  deux  angles  tétraèdres  opposés,  par  exemple  ceux 

ayant  leurs  sommets  respectivement  en  A  et  I  >.  Us  doivent  se  déforme] 
de  telle  manière  que  leurs  dièdres  soient  deux  à  deux  constammenl 
égaux  ou  supplémentaires.  D'après  le  théorème  du  §  III.  cela  exige 
que  leurs  faces  soient  deux  à  deux  égales  ou  supplémentaires.  Il  en  rsi 
ilr  no.ème  pour  les  faces  des  trois  autres  couples  d'angles  tétraèdres 
opposés  que  présente  l'octaèdre. 

Il  est  facile  de  voir  que,  seule,  l'égalité  des  faces  correspondantes 
<^i  admissible.  Considérons,  en  effet,  deux  faces  opposées  >\r  l'oc- 
taèdre, ABC  et  DEF  par  exemple.  On  a,  d'après  ce  qui  précède, 

A-I)         ou         A-D  =  -, 
B  =  E         ou  B-t-E  =  -. 

C  =  F         ou  C+  F  =  77. 

et,  comme  on  le  montre  en  <  ïéométrie  élémentaire  pour  établir  la  simi- 
litudë  de  deux  triangles  ayant  leurs  côtés  deux  à  deux  parallèles  ou 
perpendiculaires,  les  égalités  écrites  en  tête  de  chaque  ligne  peuvent 
seules  avoir  lieu. 

L'octaèdre  est  donc  tel  que  ses  faces  opposées  deux  à  deux  sont  do 
triangles  semblables,  les  côtés  homologues  étant  toujours  des  arêtes 
opposées.  On  a,  par  suite,  la  série  d'égalités 


M 


AB        BC 
DE  —  EF  " 

CA 
"  FD' 

CA 

FD  ~~ 

AE         EC 

DB  ~~  BF' 

EC        CD 

r.i     "  FA  " 

DE 

\l:' 

CD 

FA  ~~ 

DB         BC 
ÀË  —  EF' 

M   j 

«m  tire 

1 

j 

AB=  DE, 

BC 

=  EF, 

CA  =  FD, 

i 

AE  =  BD, 

BF 

-ci:. 

CD  =  AF. 
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Ii //.si  l'octaèdre  a  ses  arêtes  opposées  deux  à  deux  égales. 

Je  %ais  maintenant  montrer  que  ces  relations  suffisent  à  assurer  la 
déformabilité  de  l'octaèdre  (ce  qui  ne  résulte  pas  de  L'analyse  précé- 
dente), si  V on  suppose  en  outre  remplies  certaines  conditions  rela- 
tives à  la  .situation  respective  des  faces.  11  existe,  en  effet,  des  oc- 
taèdres convexes  dont  les  arêtes  opposées  deux  à  deux  sont  égales,  et 
qui,  d'après  le  théorème  de  Cauchy,  ne  peuvent  être  déformables. 


VII. 


Considérons  à  cet  effet  un  système  de  quatre  triangles  invariables 
AFB.  DFB,  ACE,  DCE  (fig.  3),  articulés  aux  points  A  et  D  et  sui- 
vant les  droites  BF  et  CE.  On  suppose 


AF  =  DC,       AB  =  DE,       DB  =  AE,       DF  =  AC, 


BF 


CE. 


Fig.  3. 


La  figure  formée  par  les  deux  derniers  triangles  est  évidemment 
superposable  ou  bien  à  la  figure  formée  par  les  deux  premiers,  ou  bien 
à  celle  qui  est  symétrique  à  cette  dernière  par  rapport  à  un  plan  quel- 
conque. Cela  fait  deux  cas  à  examiner. 
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Supposons  d'abord  que  les  deux  systèmes  de  triangles  fornu  ni  des 
figures  superposables.  Alors  les  quatre  plans  ADF,  ADB,  \  I  )l.,  \l  M  '. 
se  projetteront,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  AD,  respectivement 
sui\ani  les  droites  <  >F',  <  )B',  OE',  OC  ;  telles  que  les  angles  F'<  H!'. 
F'OC  soient  égaux  el  que  le  même  sens  de  rotation  amène  OF' en 
coïncidence  avec  OB',  OE'  en  coïncidence  avec  OC.  On  a  donc 

angle  F  OE       angle  I! OC. 

Il  résulte  «le  là  que  les  deux  trièdres  A  (FDE)  et  I  >  (  <  -  AI!  ),  qui  ont 
la  même  orientation,  sonl  égaux  comme  ayant  un  dièdre  égal  compris 
entre  deux  faces  égales  chacune  à  chacune.  En  effet,  l'égalité  précé- 
dente exprime  celle  des  dièdres  de  ces  dièdres  qui  ont  \  I  >  pour  arête 
commune.  <  h\  a,  d'autre  part, 

angle  FAD  =  angle  CDA, 
angle  DAE  =  angle  ADB. 

On  conclut  de  là  à  l'égalité  îles  angles  FAE,  CDB.  Les  deux 
triangles  FAE,  BDC  sont  donc  égaux,  et  l'on  a 

FE  =  BC. 

<  !et  te  égalité  a  lieu  pendant  toutes  les  déformations  dont  est  suscep- 
tible noire  système  de  triangles,  à  la  condition,  je  le  répète,  que  l'en- 
semble des  deux  derniers  soil  constamment  superposable  à  celui  <l<  > 
deux  premiers. 

Or,  celle  déformation  est  telle  que  la  détermination  complète  du 
système  dépend  de  deux  paramètres  (pour  lesquels  on  peut  prendre 
par  exemple  la  distance  AD  el   l'angle  F'OE').  Elle  esl  donc  encore 

possible  si  Ton  assujettit  le  systè à  celte  condition  supplémentaire 

que  la  distance  EF  reste  constante:  il  en  sera  alors  de  même  de  la 
dislance  BC. 

L  ensemble  de  la  figure  présentera  huit  triangles  invariables,  consti- 
tuant un  octaèdre'  déformable  dont  les  arêtes  opposées  sont  égales 

deux  à   den\. 

Cet  octaèdi  e  a  du  ici  un  axe  de  symétrie  :  menons,  en  effet,  dans  le 
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plan  bissecteur  du  dièdre  projeté  eiiBOE,  une  droite  L,  perpendicu- 
laire à  AD  et  passant  par  le  milieu  de  cette  droite.  Il  est  clair  que  les 
points  A,  B,  F  sont  respectivement  symétriques  des  points  D,  E,  C, 
par  rapport  à  L.  On  peut  donc  amener  l'octaèdre  en  coïncidence  avec 
lui-même  en  le  faisant  tourner  de  deux  angles  droits  autour  de  L.  <  )n 
voit  aussi  que  les  trois  diagonales  de  l'octaèdre  sont  perpendiculaires  à 
la  même  droite  L  qui  les  partage  chacune  en  deux  parties  égales  ('). 

On  peut  réaliser  un  semblable  octaèdre  au  moyen  de  triangles  en 
carton  ou  en  bois  mince  convenablement  découpés,  assemblés  par  des 
charnières  en  papier  gommé.  Il  est  nécessaire  de  laisser  vides  les  laces 
\  l!(  ',  I  >EF,  qui  ne  sont  réalisées  cpie  par  leur  contour. 

Le  modèle  ainsi  obtenu  est  représenté  fi- g.   {. 


Octaèdre  donl  les  arêtes  opposées  soni  l- ^ a  1 1- -  deux  à  deux. 
Les  faces  -ont   \l;r..  MCI'.  BCD,  CA.E,   VBF,  \EF,  lill).  CDE 

Si.  maintenant,  revenant  à  la  fig.  3,  on  suppose  la  figure  formée 
par  les  deux  triangles  A<  IE,  I  >CE,  superposable  à  la  ligure  s\  métrique 
de  celle  fermée  par  les  deux  triangles  AFB,  DFB,  on  reconnaîtra,  par 
un  raisonnement  tout  semblable  au  précédent  que,  si  la  distance  EF 
reste  constante,  la  dislance  lit  '.  est  nécessairement  variable  :  l'octaèdre 
ABCDEF  ne  peut  être  déformable. 


Ces  remarques  intéressantes   m'ont  éié  communiquées  par  M.  Mannheim. 
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\in-i  se  trouve  légitimée  L'assertion  faite  à  la  fin  du  §  VI.  <>n  voil 
en  outre  que  les  relations  (n)  ne  sont  pas  indépendantes,  mais  que 
l'une  d'elles  résulte  des  cinq  autres. 

Mil. 

Je  passe  au  eus  où  l'un  au  moins  des  angles  tétraèdres  esl  rhom- 
boïde, sans  qu'un  seul  d'entre  eux  ait  ses  faces  opposées  égales  ou 
supplémentaires  deux  à  <  I  <  ■  1 1  v .  Supposons  que  l'angle  tel  raèdre  <  '.  pré- 
sente cette  particularité,  c'est-à-dire  que  l'on  ait,  par  exemple  : 

angle  BCD  =  angle  DCE,    '     angle  BCA  =  angle  ACE. 

Le  système  (7),  (8),  (9)  des  ienl  alors 

(7')  A  t-  11  +  1C1  4-  D«  =  0, 

(8')  A'/2  c2+B'/2  +2 C'A-  +D'r  +  E'  =  n, 

K''urv-  +  V>  ir  -h  iG'uv  -+-  D"c2  -+-  E"=  o. 

Nous  pouvons  raisonner  comme  précédemment  :  les  équations  1  8  1 
et  (9')  peuvent  avoir  constamment  leurs  deux  racines  en  v  communes, 
ou  bien  n'avoir  en  commun  qu'une  seule  de  ers  racines. 

Je  montrerai  tout  à  l'heure  que  la  première  hypothèse  esl  inadmis- 
sible. Les  équations  (8')  et  (9')  ont  donc  une  seule  racine  commune 
en  v\  celte  racine  est  fonction  rationnelle  de  /  et  u,  et  par  suite  de  /. 
et  l'équation  (8')  se  réduit  nécessairement  à  l'une  des  formes 

A7V-4-  2C/4-  D'r  =  o,  B'/2  +  2C/C4-  E'  =  o. 

En  d'autres  tenues,  l'angle  tétraèdre  1>  est  rhomboïde,  et  l'on  a 

dièdre  BF  =  dièdre  BC  =  dièdre  CE. 

Il  eu  résulte  encore  que  les  équations  (7  >  et  (9  |,  respectivement 
en  t  et  en  t\  ont  leurs  racines  égales  pour  les  mêmes  valeurs  de  u.  <  m 
en  conclut  que  les  dièdres  CD  et  Ah'  sont  constamment  égaux  ou 
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supplémentaires.  Il  en  osl  de  même  pour  les  dièdres  BU,  AE.  En  con- 
tinuant ainsi,  on  verra  que  les  couples  de  dièdres  opposés  de  l'octaèdre 
possèdent  tous  la  même  propriété. 

Les  conclusions  du  §  VI  ne  sont  donc  pas  modifiées. 

Il  reste  à  voir  que  les  équations  (8)  et  (9')  ne  peuvenl  avoir  con- 
stamment leurs  deux  racines  en  v  communes. 

En  effet,  s'il  en  est  ainsi,  on  doit  avoir 

\'i--+-B'         Cl         B'r-+VJ 


\ ■■„•--•-  D    ~~  C'a  —  B'«!+E' 
ou 

A  C"l*u  -  C.V7(r-CD'7  +  D'C"«  =  o, 

B'  Cl-u  -  C'B"  tu-  -  C'E't  -h  E  C"u  =  o. 

Ces  dernières  équations  doivent  être  identiques  à  l'équation  (7  ). 
On  a  donc 

C'A"=o,         C'B"=o; 
d'où 

C'=  o         ou  bien  A   =  o.  B"=  o. 

Or,  si  l'on  a 

(  ;  =  o, 

il  résulte  de  la  discussion  du  £  II  que  l'équation  (8  )  a  nécessairement 
l'une  des  deux  formes 

A7Jr+  E'=  o,  B'l-+  LY\-=  o. 

L'angle  tétraèdre  B  aurait  donc  ses  faces  opposées  égales  <>u  supplé- 
mentaires deux  à  deux,  et  nous  avons  exclu,  dans  l'examen  de  ce  cas, 
la  présence  de  pareils  angles  tétraèdres. 

On  a  donc 

A"=o,  B  -=«.. 

et  l'équation  (  g  )  se  réduit  à 

sC'uv  -1-  I) "1  ■-  -t-  E"  =  o. 
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L'angle  tétraèdre  \  esl  rhomboïde  (§11),  el  Ton  a 

angle  EAC  =  it  —  angle  BAC,         angle  FAE  =  -  —  angle  P>  A  h . 

dièdre  AE  =  dièdre  AB. 
(  lomme  on  a  aussi 

dièdre  (  I-E  =  dièdre  CB, 

1rs  deux  angles  tétraèdres  ayant  leurs  sommets  en  B  et  E  doivent  se 
déformer  de  manière  que  deux  dièdres  adjacents  de  l'un  soient  con- 
stamment égaux,  respectivement,  à  deux  dièdres  adjacents  du  second 
angle  tétraèdre.  Il  faut  donc  «  §  III)  que  leurs  faces  soient  deux  à  deux 
égales  ou  supplémentaires.  <  )n  a  aussi 

dièdre  FE  =  dièdre  FB, 
dièdre  DE  =  dièdre  DB. 

Les  angles  tétraèdres  F  el  1)  sont  donc  rhomboïdes. 
En  réunissant  ces  résultats,  on  voit  que  les  triangles 


vit. 

et 

AFB, 

ACB 

et 

ACE, 

BFD 

et 

EFD, 

BCD 

et 

ECD 

ont,  deux  à  deux,  leurs  angles  égaux  ou  supplémentaires.  L'égalité 
seule  est  possible.  On  a  en  particulier 

angle  BAF  =  angle  ËAF, 
angle  BAC  =  angle  EAC. 

Nous  avons  reconnu  d'autre  part  que  ces  angles,  faces  de  l'angle 
tétraèdre  A,  son!  deux  à  deux  supplémentaires.  Ils  ne  peuvent  donc: 

être,  tous,  égaux  qu'à  "^  ce  qui  esl  visiblement  impossible. 
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Il  reste  à  examiner  le  cas  où  l'un  des  angles  tétraèdres  au  moins  a 
ses  faces  opposées  égales  ou  supplémentaires  deux  à  deux. 

Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  pour  l'angle  tétraèdre  C.  Les  variables 
/  et  ii  satisfont  à  Tune  des  relations 


tu  =  k,        -  =  k. 


J'admettrai  l'existence  de  la  première,  le  raisonnement  étant  le 
même  dans  le  second  cas.  Cela  posé,  il  faut  examiner  deux  hypothèses 
diffère n les  : 

i"  Aucun  îles  angles  tétraèdres  dont  les  sommets  se  trouvent  aux 
extrémités  des  arêtes  issues  de  C  n'a  ses  faces  opposées  égales  ou 
supplémentaires  deux  à  deux. 

2"  L'un  de  ces  angles  tétraèdres  présente  cette  particularité. 

Dans  le  premier  cas,  les  angles  tétraèdres  A  et  B  sont  généraux  ou 
rhomboïdes.  Supposons-les  généraux,  par  exemple.  Le  système  des 
relations  entre  /,  u,  v  est  alors 

(:■)  !«  =  *, 

(8")  A'  i-  v'1  +  B'  /'-  4-  iG  h-  -+-  D'  v-  ■+-  E  =  o, 

(<)")  A"trv-  -+-  B"m2  -h  iG'uv  -h  D"c-  -H  E"==  o. 

L'équation  (8")  en  /  et  l'équation  (()")  en  u  ont  leurs  racines  égales 
pour  les  mêmes  valeurs  de  v  :  on  en  conclut  que  les  dièdres  AL  et  BD 
sont  constamment  égaux  ou  supplémentaires. 

La  considération  simultanée  des  angles  tétraèdres  A,  C,  E  montre 
de  même  que  les  dièdres  AB,  DE  sont  constamment  égaux  ou  supplé- 
mentaires. On  peut  donc  construire  la  fig.  5,  où  les  dièdres  affectés 
du  même  chiffre  présentent  cette  relation  (les  dièdres  i  et  les  dièdres  2 
à  cause  de  la  nature  de  l'angle  tétraèdre  C). 

Si  l'on  applique  alors  aux  angles  tétraèdres  A   et  D  d'une  pari. 
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15      E  de  l'autre,  le  théorème  qui  a  déjà  été  utilisé  plusieurs  luis,  on 
voil  : 

i"  Que  les  dièdres  FA  el  II  >,  d'une  part,  FB  et  FE,  de  L'autre,  sonl 
constamment  égaux,  el  que  l'angle  tétraèdre  Fa,  par  suite,  ses  faces 
opposées  égales  ou  supplémentaires  deux  à  deux  ; 

Fig.  5. 


20  Ouo  les  faces  de  l'octaèdre  se  répartissent  en  quatre  couples  di 
triangles  ayant  leurs  angles  égaux  deux  à  deux  : 

AFE  et  DFB, 

AFB  el  DFE, 

AEC  et  DUC. 

\i;c  el  DEC. 

Pour  chaque  couple  les  sommets  homologues  sonl  écrits  dans  le 
même  ordre.  <  >n  a  donc  la  série  d'égalités 


d'où  l'on  tire 

(12) 


\F 
ÏÏF 

\l. 
DB 


FE 
FB 

EC 


EA 
BD' 

CA 
CD' 


A  F 
DF 

AB 

DF 


FB 
FE 

BG 
EC 


BA 

11. 

CA 
CD: 


I  FA=  l'D.         FE=  FB,         CA  =  CD. 

I  CB=  CE,        \i:   =  dis.        \i;  =  DE. 
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linsi  les  arêtes  de  l'octaèdre  doivent  encore  être  égales  deux  à 
deux,  mais  les  arêtes  égales  ne  sont  pas  toutes  opposées  deux  à  deux, 
ce  qui  distingue  les  conditions  (  12)  des  conditions  (1 1). 

X. 

Il  faut  maintenant  montrer  que  tout  octaèdre  dont  les  arêtes  satis- 
font aux  relations  (12)  est  déformable,  lorsque  de  plus  certaines  con- 
ditions, relatives  aux  dispositions  des  faces,  sont  remplies. 

Pour  cela,   considérons  (fig.  6)   le  système  de   quatre   triangles 


rigides  FAE,  CAE,  FDB,  CDB,  articulés  aux  points  F,  C,  et  suivant 
les  droites  AE,  BD.  On  suppose  les  égalités 

FA  =  FD,       FE  =  FB,        CA  =  CD,        CE  =  CB,       AE  =  DB. 

Le  système  des  deux  derniers  triangles  est  superposable  à  celui  des 
deux  premiers,  ou  bien  il  lui  est  symétrique  par  rapport  à  un  certain 
plan  passant  par  FC. 

Dans  le  premier  cas  on  verra,  par  des  raisonnements  analogues  à 
ceux  du  §  VII,  que  l'on  ne  peut  avoir  constamment  AB  =  DE. 
L'octaèdre  constitué  en  reliant  les  points  A  et  B  d'une  part,  D  et  E  de 
l'autre,  ne  satisfaisant  pas  à  toutes  les  relations  (12)  et  ne  satisfaisant 
pas  non  plus  aux  relations  (ij),  ne  peut  être  déformable. 

Au  contraire,  si  les  deux  systèmes  de  triangles  sont  symétriques,  il 
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csl  évidenl  que,  quelle  que  soit  leur  position  respeclive,  on  a  toujours 

\K  =  DE. 

Le  raisonnement  s'achèvera  comme  au  £  VII,  el  l'on  aura  établi  que 
les  relations  (12),  de  même  que  les  relations  (  1 1),  suffisent,  sous  [a 
restriction  indiquée,  à  assurer  la  déformabilité  d'un  octaèdre. 

Ce  deuxième  octaèdre  peul  être  réalisé  comme  le  premier,  en  hits  - 

rig.  7. 


1  li  Lu  cire   possédant  un  plan  de  symétrie  passant  par  deux  sommets  opposés. 
Les  races  sont  AIÎC,  DEF,  BCD,  CAE,  ABF,  AEF,  BFD,  CDE 

sanl  vides  les  faces   U8C  et  DEF.  Le  modèle  ainsi  obtenu  esi  repré- 
senté fig.  7. 

XI. 

J'arrive  en  lin  au  cas  où  deux  angles  tétraèdres  ayanl  leurs  sommets 
adjacents,  l'angle  tétraèdre  C  et  l'angle  tétraèdre  LJ,  par  exemple,  onl 
chacun  leurs  laces  opposées  égales  ou  supplémentaires  deux  à  <leii\. 

<  )u  voit  tout  d'abord  qu'il  doit  en  être  de  même  pour  tous  les  angles 
tétraèdres  de  l'octaèdre. 


En  effet,  des  relal  ions 
lu 


-  =  A, 
11 

-  =  *', 


I  '|2 

on  tire 
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=  k" 


ce  qui  établit  la  proposition  pour  l'angle  tétraèdre  A  ;  on  l'établira  de 
même  pour  les  angles  tétraèdres  D,  E,  F. 

Si  donc  le  dièdre  BC  devient  égal  à  o  ou  à  it,  /  devenant  nul  ou  infini, 
les  variables  u,  v  sont  aussi  nulles  ou  infinies,  et  les  dièdres  AC,  AB, 
égaux  à  o  ou  à  -.  Il  en  est  de  même  pour  tous  les  autres  dièdres.  En 
d'autres  termes,  l'octaèdre  peut  être  complètement  aplati  sur  la 
face  ABC. 

Représentons-le  dans  cette  position.  Il  peut  se  présenter  plusieurs 
cas  de  figure  pour  lesquels  le  raisonnement  est  à  peu  près  identique. 


Je  supposerai,  par  exemple,  que  la  disposition  est  celle  de  \ajfg-  8. 
On  a 

angle  FAE  =  angle  BAC. 

angle  DCE  =  angle  ACB, 

angle  DBF  =  -  —  angle  ABC. 


Pendant  la  déformation  de  l'octaèdre,  on  peut  avoir  divers  systèmes 
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de  relations  entre  /,  «,  v.  Soit,  par  exemple  (§  II), 

BAF-BAC 


uv  — 

cos 

2 

BAF  +  BAC 

2 

.  ABC  — DBC 

t 

2 

V 

.  ABC -t- DBC' 

2 

.  DCB  — ACB 

tu  = 

2 

.  DCB  +  ACB 

Ces  équations  doivent  être  satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes  de 
valeurs  de  /,  u,  c.  On  a  donc 


BAF-BAC    .    ABC  — DBC    .    DCB  -+-  ACB 
cos sin sin 


(i3) 


BAF  +  BAC    .    ABC  +  DBC    .    DCB  -  ACB 
cos sin sin 


Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'octaèdre 
ABCDEF  soit  déformable. 

Pour  donner  à  cette  condition  une  forme  géométrique,  menons  les 
bissectrices  intérieures  du  triangle  ABC  :  AI,  BI,  CI.  Menons  encore 
les  droites  AM,  CP,  BN,  les  deux  premières,  bissectrices  intérieures 
des  angles  EAF,  DCE,  la  troisième,  bissectrice  extérieure  de 
l'angle  FBD .  Soient  enfin  AM'  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  IAM, 
BIN   et  CP'  les  bissectrices  intérieures  des  angles  IBN,  ICP.  On  a  : 

BAF-BAC               /IAM  \  /  t. 

cos- cos  ( IAC  )        cos  (IAM-         -  IAC 


BAF-hBAC              /IAM       _.T\               /...,,      71      DAI\ 
cos cos  ( h  BAI  j        cos  (  IAM' h  BAI  ) 

_  sin  (IAM'— IAC)  _  sinCAM' 
~  sin  ( IAM'  -t-  BAI)  —  sinBAM'' 
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.    ABC  — DBG 


•     Ara        lm\ 
-  SI"  \  2    7  _  sin(IBA  —  IBN')  _  sinN'BA. 


.    ABC-hDBC-    .     /„DT       IBN\         sin(CBI  —  IBN')         sinCBN'' 
in sin  (  CBI  H | 

sin(P'CI+IGB)  _  sinP'CB 


sin 

2  \  2    / 

.    DCB  +  ACB  .     /PCI  \ 

sin(__4_IUîj 


-m 


DCB  —  ACB  ~"    .     /PCI        ._T\         sin(P'CI-ACI)  ~  sinP'CA' 
sin AGI 

2  V     2  / 


La  relation  (i3)  devient  donc 

sinCAM'  sinN'BA  sinP'CB  _ 
sinBAM'   sin  CBN'   sinP'CA  ~  '  ' 

d'où  l'on  conclut,  en  vertu  d'un  théorème  bien  connu,  que  les  droites 
AM  ,  BN',  CP'  sont  concourantes. 

J'ai  fait  une  hypothèse  particulière  sur  la  forme  des  relations  qui 
existent  entre  t,  u,  v.  Il  est  clair  que,  dans  tous  les  autres  cas,  on  arri- 
vera à  un  résultat  analogue,  et  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  la  règle 
générale  de  construction  d'un  octaèdre  articulé  dont  tous  les  angles 
tétraèdres  ont  leurs  faces  opposées  deux  à  deux  égales  ou  supplémen- 
taires. 

On  construit  un  triangle  ABC  quelconque,  dont  les  bissectrices 
intérieures  sont  les  droites  AI,  BI,  CI,  et  des  sommets  de  ce  triangle 
on  mène  /rois  droites  concourantes  quelconques  AM',  BN',  CP'.  On 
trace  les  droites  AM,  BN,  CP,  symétriques  des  droites  AI,  BI,  CI, 
respectivement  par  rapport  aux  droites  AM',  B\  ',  CP'. 

On  construit  ensuite  les  angles  F,  AE.,,  D,BF.,,  E^D.,,  obtenus 
en  faisant  tourna-  dans  leur  plan  les  angles  BAC,  CBA,  ACB, 
autour  de  leurs  sommets  et  d'angles  égaux  en  grandeur  et  en  signe 
respectivement  à  IAM,  IBN,  ICP.  Soient  D,  E,  F  les  points  de  ren- 
contre respectifs  des  droites  {prolongées  s'il  le  faut  au  delà  des 
sommets  du  triangle)  BD,  et  CD.,,  CE,  et  AE2,  AF,  et  BF2. 

En  supposant  réalisés  les  triangles  ABC,  BCD,  CAE,  ABF,  AEF, 
BFD,  CDE,  DEF,  articulés^  deux  ci  deux  suivant  leurs  côtés  com- 
muns, ces  triangles  sont  les  faces  d'un  octaèdre  dé formalde . 
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On  peut  éprouver  certaines  difficultés  dans  la  construction  d'un 
modèle  de  ce  dernier  octaèdre  :  quelles  faces  faut-il  laisser  vides?  de 
quel  côté  doil  être  tournée  la  concavité  de  chaque  dièdre?  Ce  sont  des 
problèmes  qu'on  ne  pourra  résoudre  dans  chaque  cas  particulier  que 
par  l'examen  attentif  des  relations  entre  t,  u,  v  et  des  signes  qu'elles 
imposent  à  chaque  variable.  Il  serait  beaucoup  trop  long  d'exposer  ici 
ces  raisonnements  minutieux.  Je  me  contenterai  d'indiquer  commenl 
doil  se  faire  la  construction  de  l'octaèdre  de  la.  fig.  8. 

Je  l'ai  représenté  (  fig.  9)  dans  la  même  position  que  dans  la  figure 
précédente;  les  faces  AEC,  DBF  sont  vides.  Le  dièdre  AF  a  sa  COnca- 


Fig-  9. 


vite  tournée  en  avant  du  plan  de  la  figure;  celle  du  dièdre  DC  est 
tournée  en  arrière. 

Les  lignes  tracées  en  pointillé  indiquent  sans  ambiguïté  dans  quel 
ordre  sont  superposées  les  faces  :  en  particulier,  la  face  DEF  est  en 
arrière  de  la  face  AEF. 

Quand  on  déforme  cet  octaèdre,  en  laissant  dans  le  plan  de  la  figure 
la  face  ABF,  les  sommets  D,  E,  C  se  déplacent  en  avant  de  ce  plan, 
el  en  poursuivant  la  déformation  on  arrive  à  une  nouvelle  position 
d'aplatissement  représentée  {fig-  10).  La  fig.  11  représente  une  posi- 
tion intermédiaire. 
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Si  le  lecteur  veut  bien  prendre  la  peine  de  construire  ce  modèle,  en 

FiS.    il. 


Octaèdre  dont  tous  les  angles  tétraèdres  ont  leurs  faces  opposées  égales 

ou  supplémentaires  deux  à  deux. 

Les  faces  sont  ABC,  DEF,  BCD,  CAE,  ABF,  AEF,  BFD,  CDE. 

suivant  les  indications  précédentes,  il  devra,  je  le  répète,  conserver  à 
peu  près  exactement  les  proportions  de  la  figure. 


XII. 


En  résumé,  l'élude  précédente  a  fait  reconnaître  qu'il  existe  trois 
tvpes  d'octaèdres  articulés  à  faces  invariables.  Tous  ces  polyèdres  sont 
concaves  ou,  pour  parler  d'une  façon  plus  précise,  possèdent  certaines 
faces  qui  s'entrecroisent. 

Les  octaèdres  du  type  I  et  ceux  du  type  II  sont  susceptibles  de  dé- 
finitions simples  :  les  premiers  possèdent  un  axe  de  symétrie  et,  par 
suite,  sont  tels  que  la  figure  formée  par  quatre  de  leurs  faces  ayant  un 
sommet  commun  est  superposablc  à  la  figure  formée  par  les  quatre 
autres  faces;  ceux  du  type  II  possèdent  un  plan  de  symétrie,  passant 
par  deux  sommets  opposés.  (Ces  définitions  ne  sont  pas  absolument 
suffisantes,  mais  on  ne  pourrait  les  compléter  qu'au  prix  de  bien  des 
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longueurs,  et  je  pense  que  l'examen  des  fig.  4  et  7  rend  cela  inutile.) 
Quant  aux  octaèdres  du  type  TU,  on  a  vu  que  leur  définition  est  plus 
compliquée;  leur  déformabilité  est  loin  d'être  aussi  intuitive  que  celle 
des  premiers,  et  en  ce  sens  ils  doivent  être  considérés  comme  les  plus 
intéressants. 

Je  ferai  encore  remarquer  que  le  problème  que  j'ai  traité  est  iden- 
tique aux  deux  problèmes  suivants  : 

i°  Quels  sont  les  hexagones  gauches  déformables  avec  conservâ- 
t/un de  leurs  côtés  et  de  leurs  angles? 

Si,  en  effet,  un  hexagone  gauche  est  déformable  dans  ces  conditions, 
les  droites  qui  joignent  ses  sommets  de  deux  en  deux  sont  de  longueurs 
constantes  et  les  huit  triangles  formés  par  ces  droites  et  par  les  côtés 
de  l'hexagone  sont  les  faces  d'un  octaèdre  déformable  avec  conserva- 
tion de  ses  arêtes. 

Un  octaèdre  déformable  présente,  réciproquement,  quatre  de  ces 
hexagones.  Ce  sont  {fig.  4,  ;  ou  10)  les  hexagones 

ABCDEF, 
ABFDEC, 
AEGDBF, 
AEFDBC. 

20  Dans  quel  cas  un  système  de  six  plans  1,  2,  3,  '1,  5,  G,  dont 
chacun  est  articulé  avec  le  précédent  suivant  une  droite  servant  de 
charnière,  le  plan  6  étant  articulé  avec  les  plans  ie/5,  est-il  sus- 
ceptible de  déformation  ? 

En  effet,  les  droites  suivant  lesquelles  sont  articulés  ces  plans  for- 
ment un  hexagone  déformable  avec  conservation  de  ses  côtés  et  de  ses 
angles. 

Les  faces  pleines  de  l'un  des  octaèdres  des  fig.  4,  7,  1 1  constituent 
un  pareil  système. 
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XIII. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  faire  remarquer  l'analogie  que  présente 
la  théorie  de  l'octaèdre  articulé  avec  celle  des  systèmes  de  quadrila- 
tères articulés  étudiés  par  MM.  Hart  et  Kempe  dans  des  cas  particu- 
liers et  par  M.  Darboux  dans  le  cas  général.  L'un  des  problèmes  traités 
par  ces  géomètres  est,  en  effet,  le  suivant  :  trois  quadrilatères  plans 
articulés  ABCD,  AEFG,  BEHI  étant  disposés  comme  l'indique  la 


fig.  12,  dans  quel  cas  leur  système,  rigide  en  général,  est-il  susceptible 
de  déformation? 

Si  l'on  désigne  par  t,  u,  v  les  tangentes  des  moitiés  des  angles  BAD, 
ABC,  BEH,  il  existe  entre  ces  quantités  trois  relations  qui  ont  la  même 
forme  que  les  relations  (7),  (8),  (9)  et  qui  doivent  avoir  une  infinité 
de  solutions.  C'est  le  même  problème  qui  s'est  présenté  dans  la  théorie 
de  l'octaèdre  articulé  (  '  ). 


(')   Les   modèles  des   trois  octaèdres,  construits  avec  des  feuilles  minces  de 
carton,  ont  été  offerts  aux  Collections  de  l'Ecole  polytechnique. 
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Remarques  à  propos  du  Mémoire  précédent  ; 
Par  M.  A.  MAIXÏVIIEIM. 


Le  Mémoire  de  M.  Bricard,  très  intéressant  en  lui-même,  a  une 
valeur  particulière  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  cinématique, 
parce  qu'il  constitue  un  chapitre  de  l'Étude  du  déplacement  d'un 
triangle  dans  l'espace. 

M.  Bricard,  en  découvrant  des  octaèdres  déformables,  prouve  par 
l.i  que  sous  certaines  conditions  un  triangle  de  grandeur  invariable 
(ii'iii  être  déplacé  de  façon  que  ses  sommets  décrivent  des  ans  de 
cercles. 

En  effet,  supposons  fixe  l'une  des  faces  ABC  de  l'un  des  octaèdres 
déformables,  pendant  la  déformation  les  sommets  D,  E,  F  de  la  face 
opposée  tournent  alors  autour  des  côtés  de  cette  face  ABC  et  le 
triangle  DEF  est  déplacé.  Dans  le  cas  d'un  octaèdre  quelconque, 
AUC  étant  fixe,  le  déplacement  du  triangle  DEF  n'est  pas  possible. 
On  s'en  rend  compte  facilement  en  remarquant  que  les  sommets  de  ce 
triangle  ne  pouvant  décrire  que  des  cercles  sont  assujettis  chacun  à 
deux  conditions.  Le  triangle  lui-même  est  alors  assujetti  à  six  condi- 
tions :  il  est  donc  immobile. 

Prenons  (fig.  -2)  un  octaèdre  déformable  dont  la  face  Al><  ;  esl  fixe. 
Le  triangle  DEF  peut  alors  être  déplacé.  Les  propriétés  bien  connue-;, 
relatives  à  ce  déplacement,  conduisent  à  des  propriétés  de  l'octaèdre. 
Je  vais  en  donner  un  seul  exemple. 
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Appliquons  ce  théorème  : 

Les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  points  d' un  plan  passent 
par  un  point  de  ce  plan. 

Le  plan  normal  à  la  trajectoire  du  point  D  est  le  plan  de  la  face  BDC. 
I  >e  même,  les  plans  des  faces  qui  passent  par  AB,  AC  sont  les  plans 
normaux  aux  trajectoires  des  sommets  F,  E.  Ces  trois  plans  se  coupent 
alors  en  un  point  du  plan  DEF. 

On  peut,  d'après  cela,  énoncer  ce  théorème  : 

Les  plans  des  faces  d'un  octaèdre  dé  for  niable ,  qui  passent  par 
les  côtes  d'une  face  de  ce  polyèdre,  se  coupent  en  un  point  du  plan 
de  la  face  opposée  à  celle-ci. 

Ainsi,  on  peut  trouver  des  propriétés  des  octaèdres  déformables  ; 
mais  indépendamment  de  ces  propriétés,  apparaissent  d'autres  ques- 
tions relatives  au  triangle  mobile. 

Pour  un  déplacement  infiniment  petit  du  triangle,  il  y  a  un  axe  de 
déplacement  :  quel  est  le  lieu  de  ces  axes  lorsque  le  déplacement  du 
triangle  est  continu?  Quel  est  le  lieu  des  foyers  du  plan  du  triangle 
mobile?  etc.,  etc. 

On  voit  qu'après  la  découverte  des  octaèdres  déformables,  l'étude 
du  déplacement  d'un  triangle  se  présente  dans  des  conditions  particu- 
lières et  nécessite  de  nouvelles  recherches  dignes  des  efforts  des  géo- 
mètres. 
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Sur  la   stabilité  de  I  équilibre  d'une  masse  fluide 
dont   les   cléments   sont   soumis   à   leurs  actions   mutuelles 

Par  M.   P.   DIJHEM. 


SI.  —  Sur  les  équations  générales  de  l'équilibre  des  fluides. 

Nous  avons  établi,  dans  un  précédenl  Travail  (  '  i,  les  conditions 
nécessaires  cl  suffisantes  pour  qu'une  masse  fluide  soil  en  équilibre 
stable;  mais,  dans  cette  étude,  nous  avons  admis  que  toutes  les  forces 
exercées  sur  les  divers  éléments  du  fluide  étaient  des  forces  exté- 
rieures; nous  avons  supposé,  en  outre,  que  ces  forces  dérivaient  d'une 
fonction  potentielle  dépendant  des  coordonnées  du  point  où  se  trouve 
I  élément  fluide  considéré,  mais  point,  des  propriétés  de  cet  élément. 

C'est  là  un  cas  infiniment  particulier  de  l'Hydrostatique.  Nous  avons 
étudié  ailleurs  (  -'  )  un  cas  beaucoup  plus  général  :  c'est  celui  on  deux 
éléments  fluides,  de  masses  dm  el  dm',  exercent  l'un  sur  l'autre  des 
actions  dont  le  potentiel  est  de  la  forme 

M'i  ;.  p',  /•  i  il  m  il  m  . 
r  (''tant  la  distance  des  deux  masses  élémentaires  el  :.  z  leurs  densités. 


(')  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flottants,  Cliap.  I.  (Journal  de 
Mathématiques ■,  5e  série,  t.  1,  p.  108.) 

(-)  Le  potentiel  thermodynamique  et  la  pression  hydrostatique.  (Annales 
•  lr  l'École  Normale  supérieure,  .!'  série,  1.  \,  p.  i83.) 

Joum.  de  Math.  (5«  série),  tome  Ht.  —  Fasc.  II.  1897.  -° 
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Dans  ce  cas,  les  actions  mutuelles  des  deux  masses  élémentaires  com- 
prennent non  seulement  une  force  répulsive  réciproque,  dont  la  gran- 
deur est 

^-- — dm  dm', 

mais  encore  une  influence;  cette  influence,  qui  tend  à  accroître  la 
densité  de  l'élément  dm  sans  tendre  à  déplacer  le  centre  de  gravité  de 
cet  élément,  a  pour  grandeur 


dW(p,p',r) 


dm  dm  ' . 


La  masse  dm'  est  soumise  à  une  influence  analogue. 

Ce  type  d'actions  mutuelles  est  très  étendu.  Il  comprend,  en  parti- 
culier, les  actions  newtoniennes  ;  dans  ce  cas,  la  fonction  W  ne  dépend 
que  de  r,  et  point  de  p  et  de  p';  les  actions  mutuelles  de  deux  parti- 
cules se  réduisent  à  dos  foi-ces  réciproques  el  les  influences  sont  sup- 
primées; il  comprend  aussi  l'action  répulsive,  insensible  entre  corps 
denses,  mais  sensible  lorsqu'un  des  corps  agissants  est  très  raréfié,  par 
laquelle  M.  Faye  explique  les  diverses  apparences  de  la  queue  dis 
comètes;  les  actions  moléculaires  qu'invoque  la  tbéorie  de  la  capilla- 
rité appartiennent  vraisemblablement  aussi  à  la  catégorie  d'actions 
pour  lesquelles  la  fonction  W  dépend  véritablement  de  p  et  de  p'. 

Moyennant  certaines  hypothèses  indispensables  sur  la  manière  dont 
la  fonction  W(p,  p.  /')  et  ses  dérivées  partielles  se  comportent  poul- 
ies valeurs  infiniment  petites  de  r,  hypothèses  que  nous  ne  voulons 
pas  rappeler  ici,  il  est  possible  de  donner  les  conditions  d'équilibre 
d'un  fluide  soumis  à  de  semblables  actions.  Rappelons  brièvement 
quelles  sont  ces  conditions. 

Le  svstème,  dont  la  température  est  supposée  uniforme  et  constante, 
admet  un  potentiel  thermodynamique  interne  qui  est  de  la  forme  sui- 
vante : 

(i)  §=  I  >,  ?)dv  +  \  fJpp'W(p,p',r)dvdv', 

chacune  des  intégrales  s'étendant  au  volume  entier  du  système.  La 


STABILITÉ    DE    L'ÉQUILIBRE    d'uNE     MASSE     FLUIDE.  [53 

fonction  £(p)  n'esl  déterminée  qu'à  une  constante  près?  au  contraire, 
la  fonction  W{  p,  p',  r)  esl  entièrement  déterminée  si  un  lui  impose  la 
condition  de  s'annuler  pour  les  valeurs  infinies  de  r. 
Posons 


(2) 
(2) 


V  =     yV(pfp',r)p'«ft  . 

i=-/|?(P,p',r)pW, 

Y,  =  -/j^(p,p>)gpW, 


1  les  cinq  intégrales  sont  des  fonctions  finies  de  x, y,  z;  elles  sonl 
continues  si  les  propriétés  de  la  matière  varient  d'une  manière  con 
tinue  au  voisinage  du  point  (x,y,  z). 

Les  égalités  (2),  (3)  et  <  \  )  donnent 


(5) 


=  -x, 

0? 

--Si?' 

=  -  Y, 

--4' 
".'' 

=  -Z, 

Quant  aux  forces  extérieures,  nous  supposerons  que  la  masse  élémen- 
taire dm  est  soumise  à  une  force  extérieure  dont  les  composantes  sont 


(6) 


Xe  = 


dx 


Y,=      ™.        Z. 


OU 


la  fonction  1    dépendant  des  coordonnées  x,  y.  z  d'un  point  de  l'élé- 
nieni  dm,  mais  ne  dépendanl  pas  de  la  densité'  p  de  eei  élément;  au 
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cas  où  L'action  exercée  par  un  corps  extérieur  ne  vérifierait  pas  cette 
condition,  on  impliquerai)  ce  corps  à  l'intérieur  du  s\  stème  considéré  : 
c  es!  (railleurs  là  un  artifice  dont  le  seul  Lui  es!  de  simplifier  les  écri- 
tures; il  sérail  aisé  de  s'en  passer. 

Les  conditions  d'équilibres  du  fluide  sont  les  suivantes  : 
Il  existe  une  fonction  H(x,y,  z),  positive  en  tous  les  points  de  la 
masse  fluide  et  variant  d'une  manière  continue  d'un  point  à  l'autre, 
telle  que  l'on  ait 

(7)  p[(  \,  +  \„  1  dx  +  (Y,+  Y,)  dy  ■+-  (Z,  -+-  Ze)  dz]  =  dU. 

En  chaque  point  de  la  surface  qui  termine  le  fluide  est  appliquée  une 
pression  normale,  dirigée  vers  l'intérieur  du  fluide,  et  égale  en  grandeur 
à  la  valeur  de  11  en  ce  point. 

En  tout  point  pris  à  l'intérieur  du  fluide,  on  a  l'égalité 

(8)  p.^=n  +  pML: 

De  ces  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre  de  la 
masse  fluide,  déduisons  immédiatement  quelques  conséquences. 

L'égalité  (8)  nous  montre  que,  dans  le  cas  général  que  nous  élu- 
dions, la  densité  en  un  point  /t'est  plus  fonction  de  la  seule  pression 
au  même  point;  une  proposition,  admise  en  général  comme  évidente 
par  les  auteurs  qui  se  sont  occupés  d'Hydrostatique,  se  trouve  ainsi 
restreinte  au  cas  où  la  fonction  W  ne  dépend  ni  de  p,  ni  de  p',  cas  que 
nous  nommerons  cas  des  actions  newtoniennes . 

Posons 

(9)  Û  =  V  +  U. 

Ï2  sera  la  fonction  potentielle  totale  tant  des  actions  extérieures  que 
des  actions  intérieures.  En  vertu  des  égalités  (5)  et  (6),  nous  aurons 

1  K;-h  \   |  dx  -+-  |  V,  ■+-  Y,  )  dy  4-  (  Z,  +  Ze  )  dz  +  X  dp  +  dil  =  o 
ou  bien 

(10)  pd&  -+-  v  p  dp  -+-  dU  =  o. 
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(  lette  égalité  (10),  vérifiée  en  tous  les  points  du  fluide,  nous  montre 
que  les  surfaces  d'égale  pression  sont  définies  par  1  équation 

i  i  i  >  i/Ll  -\-  -\,(h  =  o. 

Les  sur/aces  d'égale  pression  ne  sont  pas  surfaces  d'égal  niveau 
potentiel. 
Pi  isons 

0(p)      C(P)  +  p^ 

Comme  la  fonction  £(  p  l,  la  fonction  0(p)  sera  définie  seulemenl  à  une 
constante  près.  Les  équations  (8)  et  (io)  nous  montrenl  que  l'on  a, 
à  l'intérieur  <lu  fluide, 

(i3)  Q.  —  pi,  +  0(p)  =  const. 

Les  surfaces  d'égale  densité  vérifienl  donc  l'égalité 

i  i  Q,  —  pji,  =  const. 

Elles  ne  coïncident  pas  avec  les  surfaces  d'égal  niveau  potentiel. 

L'égalité  i  8  l  nous  montre  d'ailleurs  que  les  surf  aces  d'égale  den- 
sité ne  coïncident  pas  arec  les  surfaces  d'égale  pression. 

Ainsi,  les  trois  familles  de  surfaces 

Q  =  const.,         II  — const.,         p  =  const. 

ne  coïncident  pas  en  général;  elles  ne  se  réduisent  à  une  même  famille 
de  surfaces  que  dans  le  cas  des  actions  newtoniennes,  cas  où  l'on  a 
l'identité 

X  =  o. 


§  2.  —  Généralisation  des  résultats  précédents. 

Bien  que  les  résultats  précédents  aient  été  établis  dans  des  hypo- 
thèses très  générales,  il  y  a  lieu  de  les  étendre  encore,  afin  de  pouvoii 
traiter  complètement  certains  des  problèmes  qui  vonl  suivre. 
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En  premier  lieu,  nous  avons  suppose  qu'au  sein  d'un  fluide  continu, 
de  température  uniforme,  les  éléments  ne  pouvaient  différer  les  uns 
des  autres  que  par  leur  densité;  niais  il  est  des  cas  où  cette  supposition 
n'est  pas  vérifiée;  par  exemple,  au  sein  d'une  dissolution  saline  ou 
d'un  mélange  gazeux,  les  éléments  peuvent  différer  les  uns  des  autres, 
non  seulement  par  leur  densité,  mais  encore  par  leur  concentration  ou 
leur  composition;  s'il  s'agit  d'une  dissolution  d'un  seul  sel  dans  un 
seul  menstrue,  ou  du  mélange  de  deux  gaz,  cette  concentration  ou 
celle  composition  s'exprime  au  moyen  d'une  seule  variable;  il  en  faut 
un  plus  grand  nombre  dans  le  cas  où  l'on  considère  un  mélange  de 
plus  de  deux  corps;  pour  ne  pas  introduire  d'interminables  équations, 
nous  supposerons  simplement  que  l'état  de  chaque  élément  fluide  peu! 
être  défini  par  sa  densité  et  par  une  seule  autre  variable  s. 

En  second  lieu,  nous  avons  étudié  une  masse  fluide  continue;  mais 
on  peut  avoir  affaire  à  une  masse  fluide  dont  la  nature  change  brus- 
quement au  passage  d'une  surface  de  discontinuité. 

Traitons  d'abord  le  cas  où  le  système  se  compose  d'un  seul  fluide 
continu  ;  ce  fluide  continu,  nous  le  supposerons  formé  de  deux  corps  a, 
(3;  la  masse  élémentaire  dm  se  composera  d'une  masse  dma  du  corps  a 
et  d'une  masse  dm^  du  corps  (3;  nous  poserons 

/    -  x  dîna 

(15)  S=d7ni 

et  nous  dirons  que  s  est  la  concentration  en  un  point  de  la  masse  dm. 
L'état  de  la  masse  dm  dépend  non  seulement  de  sa  densité  p,  mais 
encore  de  sa  concentration  s.  Le  système  admet  un  potentiel  thermo- 
dynamique interne  de  la  forme 

(16)  §—  f  pHi(p,s)dc-+-  -  /  /  pp'W(p,  p',  s, s',  r)dvdv  '. 

Les  diverses  masses  élémentaires  du  système  sont  soumises  à  des 
forces  extérieures  qui  admettent  pour  potentiel  la  quantité 


(17)  ç=JpUde, 
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où  I    désigne  une  fonction  de  x,  y,  s,  finie,  uniforme  h  continue  dans 
tout  l'espace  occupé  par  le  fluide. 

Enfin,  chaque  élémenl  >/>  de  la  surface  déformable  <lu  fluide  esl 
soumis  à  une  force  donl  les  composantes  sonl 

IV/S,     ]>,,/>.     P  dS. 
Posons 

(18)  V=    /':T,:,  ;.,.,,  r)dv', 

J    '  or  dx 

,  ,•    ,  -Mi  3,  3', s,  s',  r  1  <)r   ,  , 

y,  -jp'   ^'V,.    J^<  ■ 

,  '       i)Ti  -..  p',  S,  S1,  /■)     ,    . 

(20)  x  =  —  J  p  '    ';_  'A  . 

s  =  -jp— ^4 **, 

Imaginons  une  modiflcation  infiniment  petite  du  système;  un  point 
matériel  ayant  pour  coordonnées  a?,  y,  z,  au  commencement  de  la 
modification,  a  pour  coordonnées,  à  la  lin  de  la  modification, 

x  ■+-  Dj,     y  +  Dy,     z-t-D:. 

Sa  densité,  qui  était  p,  est  devenue  (p  ■+-  Dp);  sa  concentration,  qui 
était  v.  esl  devenue  (s  +  D.sr). 

On  en  conclut  sans  peine  qu'au  point  fixe  de  l'espace  1  c,  y,  z  |,  la 
densité  et  la  concentration,  qui  avaient  pour  valeurs  p  et  s  avant  la 
modification,  ont  pour   valeur,  après  la   modification,   (p  -+-  Sp)  et 
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(  .v  -f-  os  ),  op  et  os  étant  donnés  par  les  égalités 

|  23  )  oc  =  Do  -  £  D  <  -  ^  D7  -  ¥  D;' 

(24)  o,  =  D*-£d,-£d7-£D;. 

Soient  Ma,  Mp  les  masses  des  corps  a,  (i,  que  renferme  le  système; 
ces  masses  ont  respectivement  pour  valeurs,  en  vertu  de  l'égalité  (i5) 
qui  définit  la  concentration  5, 

05)  Ma  =  f-±-p,h, 

(26)  M^f^pd». 

Ces  masses  doivent  demeurer  invariables  par  l'effet  de  la  modifica- 
tion que  le  système  éprouve,  ce  qu'expriment  les  deux  égalités 

(27)    < 

f       +  C — —  [cos(ne,  x)Dx  ■+-  cos(  «e)^)Dy  -+-  cos(ne,  z)Dz]dS  —  o, 

/     — —  00  -h  - — ~^os   dv 
/       +  ^  — - —  [cos(«ff,  x)Dx  -+-  cos(ne,y)Dy  -+-  cos(  ne,  :  )Dz]dS  =  o, 

nr  étant  la  normale  à  l'élément  dS  vers  l'extérieur  du  fluide. 

Ces  relations  lient  les  variations  op,  os,  de  la  densité  et  de  la  con- 
centration en  chaque  point  de  l'espace  occupé  par  le  fluide  et  les  com- 
posantes D.r,  Dy,  D-  du  déplacement  aux  limites  du  fluide;  ce  sont 
les  seules  conditions  auxquelles  ces  variations  soient  assujetties. 

Dans  la  modification  considérée,  les  forces  appliquées  à  la  surface 
déformable  S  effectuent  un  travail 

(29)  £fe  =  fi(P£D.£  +  l\Dr-M\-l>--)'/S. 
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Le  potentiel  g  des  forces  extérieures  éprouve  une  variation 

1  $(j  =  I  USpdv 
<  3o)    ' 

j  -+-QcI|r()s(  //,.'•  )Dx  +  cosi  //,..  y  il  h  4-  cos(ne,  z)Dz\dè. 

I.r  potentiel  thermodynamique  interne  i  éprouve  une  variation 

(^  =  /[|(pO-HV-Px]^+/p(g-S)S^ 

I  -+-  ^:(  Y  —  Ç)[cos<  //,,,'■  )l).r  •  cos(  //, .  v  )T)y  -h  cos(ne,z  )\)z\t/>. 

Les  conditions  d'équilibre  du  système  s'obtiendront  en  exprimant 
que  l'on  a 

(   ')2  >  O.T  +  &ÇJ  —  ûfe   =  O. 

Cette  égalité  doit  avoir  lieu  non  pas  quels  que  soienl  c:.  Bs,  Dx, 
Dy,  Dr,  mais  seulement  lorsque  ces  quantités  sont  liées  par  les  équa- 
tions.! 27)  et  (28).  Si  donc  on  désigne  par  A  et  u  deux  constantes  con- 
venablement choisies,  l'égalité  suivante  aura  lieu,  quels  que  soienl  0:. 
os.  Dr.  Dr.  De: 

CX  d  •■  -.  -       ,  -  X  -t-  \>.s~\  %     , 

1    '    |  aç    '  '  1  +  1J   ' 

l           r  r  dt,              à  -  ;J.  1  n  , 

1         j  1  \_ds            (>  +  ■■<)-} 

(33)  {      +  §[?  (V  +  U  +  ^+  *-±JL*)Cosi  //,..  x  )  -  Pj  D,v/> 
4-S[p(v  +  U  +  C  +  \±^)cos(i*.^)-P^DXrfS 

+  §  [p  (  v  4-  u  +  :  -+-  )T^£)«'">(  ».,  - 1  -  P.]  Dz  '/S  =  o. 

(  le  résultat  peut  encore  s'énoncer  de  La  manière  suivante  : 

i°  On  a,  en  tout  point  de  la  surfin-, ■  déformable  qui  limite  le 

Journ.  de  Math.  (V  série),  tome  III.—  Kasc.  Il    1897  -  ' 


fluide, 
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(34)  j  p^  =  p^v  +  U  +  ^  +  ^Ç)cos(«e,7), 

1\  =  p( V  +  U  H-  l  +  l±-£-s)cos(ne,  *). 


20  0«  a,  en  tout  point  de  la  masse  fluide, 

(35)  ^(pr)  +  V  +  U-p.i,+  ^ 

(36)  £-- 


(i  +  s)2 


Ce  so«/  /t'5  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre 
de  la  masse  fluide. 

Les  conditions  (34)  peuvent  encore  s'énoncer  ainsi  : 
La  surface  déformable  du  fluide  est,  soumise  à  une  pression  nor- 
male, dirigée  vers  l'intérieur  du  fluide,  dont  la  grandeur  est  donnée 
par  la  valeur  que  prend,  à  cette  surface,  la  quantité 

(37)  n=-P(v  +  u  +  t  +  ^£). 

Cette  quantité  prend  le  nom  de  pression  à  l'intérieur  du  fluide. 
Moyennant  l'introduction  de  cette  pression,  l'égalité  (35)  peut  encore 
s'écrire 

(38)  n  +  p»*-p-g  =  o, 

égalité  dans  laquelle  on  reconnaît  l'égalité  (8),  qui  avait  été  établie 
pour  un  cas  plus  particulier. 

Les  égalités  (35),  (36),  (37),  (38)  conduisent  aisément  à  la  pro- 
position suivante  : 

Les  surfaces  équipotentielles,  les  surf  aces  d'égale  pression,  les 
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surfaces  d'égale  densité  et  les  surf  aces  d'égale  concentration  for- 
ment, en  général,  quatre  familles  de  surfaces  distinctes;  ces 
quatre  familles  n'en  forment  plus  qu'une  dans  le  cas  où  l'on  a 
identiquement 

I  39)  1         o,  S  =  0, 

c'est-à-dire  dans  le  ras  où  la  fonction  W  est  une  simple  fonction 
de  r  (cas  des  actions  newtoniennes). 

Occupons-nous  maintenant  du  cas  où  le  fluide  considéré  est  formé 
de  deux  niasses  continues  1  et  2  séparées  par  une  surface  de  disconti- 
nuité S.  Le  fluide  1  est  formé  par  le  mélange  de  deux  corps  a,,  3(  ;  le 
iluide  2  par  le  mélange  de  deuxautres  corps  ?._..  1:  les  concentrations 
s,,  s.2  seront  définies  par  des  égalités  analogues  à  l'égalité  (i5). 

Les  corps  a,,  j3,,  a2,  ^2  ont  des  masses  \la  ,  M.  ,  M,  ,  M«  qui  doi- 
vent demeurer  invariables  en  toute  modification  du  système,  ce  qu'ex- 
priment les  conditions 

J    [i  +  s,    ''         (  1  ■+- «,)s         J 
(4o)     '       -+-  X    _f'     fcosl  '/,,.  r  )\).c  —  cosl  n,..  y  (Dy  -t-  cos(  //,..  r  il);  |//S, 

—  Si  — -'—  |  cos<  //,,/■  il!/-  -t ■■  cosi  //, .  y  )1  )y  —  cos(  nnz)Dz\dZ  =  o, 

J   L'+*i  (r-f-si)"       J 

(^l)     i       +  S/S.f00"^''''  '  'l>'    '   COSI  //"ril)r  •-cos(nei5)Ds]dSl 

-  Q   i''s'   fcos(  //,,  ./■  il.)./-  -4-  cos(  n,, y)T)y  +■  cos(nn  z)Dz\dZ  •     n 

et  deux  autres  égalités  qui  diffèrent  des  précédentes  en  ce  que  l'indice  2 
\  remplace  l'indice  1;  nous  les  nommerons  |  \o  bis)  et  (  ]  1  A/s).  En 
nu  point  de  la  surface  I.  n,  désigne  la  normale  dirigée  vers  l'intérieur 
du  Iluide  1  ri  n2  la  normale  dirigée  vers  l'intérieur  du  Iluide  2. 

Le  travail  des  forces  appliquées  à  la  surface  déformable  se  compose 
de  deux  termes  semblables  au  second  membre  de  l'égalité  (29);  l'un 
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ll)2 

se  rapporte  à  la  surface  S,,  l'autre  ,à  la  surface  S2.  Nous  en  désigne- 
rons l'expression  par  (29  bis). 

La  \ariation  éprouvée  par  le  potentiel  des  actions  qui  s'exercent 
sur  les  divers  éléments  de  masse  du  fluide  est  donnée  non  plus  par 
l'égalité  (3o),  mais  par  l'égalité 

o(j  =       /  U  Sp,  dv{  -t-  /  U  §p2  dvs 

+  Np,  U[cos(neJ  x)Dx  4-  cos(ne,y)Dy  4-  cos(ne,  s)Ds  |  rfS, 
i  \i)  4-  Cp_,U[cos(/?f,  a;)D.r  4- cos(«(.,j')D/ -1- cos(//(.,  ;)D;]  f/S. 

-  vp,  U[cos(«,,a;)Dic  -t-  cos(n(,y)Dy  4-  cos(«,,  -)D;|  </I 

-  ^p2U[ eos(n.,,x)Dx  4-  cos(«2,y)Dy  4-  cos(«2,;)D;  \//1. 

La  transformation  qui,  de  l'égalité  (3o),  sert  à  déduire  l'égalité  (42), 
permettra,  de  l'égalité  (3i),  de  déduire  l'expression  de  oj  applicable 
au  cas  qui  nous  occupe;  il  suffira  d'écrire  successivement  deux  ternies 
semblables  au  second  membre  de  l'égalité  (3i),  en  les  affectant,  l'un  de 
l'indice  1,  l'autre  de  l'indice  2,  et  d'y  ajouter 

—  ^pi(V,-t-  Ç4)[cos(ra,,a;)Dx  4-  eos(n{,y)Dy  -t-'cos(«n  z)Dz]dE 

—  C  p=(V2  4-  £2)[cos(n2,  x)Dx  4-  cos(n2,y)Dy  4-  cos(ra2,  z)Dz]d%. 

Nous  désignerons  par  (3 1  bis')  l'égalité  ainsi  obtenue. 

Les  conditions  d'équilibre  s'obtiendront  en  écrivant  que  Ton  a 

d§  4-  dÇj  —  efe  =  o, 

pour  toute  variation  du  fluide  compatible  avec  les  conditions  (4o), 
(  fo  bis  )  et  (  î  1  bis  ).  Ces  conditions  seront  les  suivantes  : 

1"  //  existe  deux  constantes  convenablement  choisies  X,,  ut.,,  telles 
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que  l'on  ait,  en  toutpoint  du  fluide  i. 

(4?)  skp.CH   V,  +  0-PlA1  +  ^ti^  =  ol 


(44) 


dt, 


ds,  (»H-*i)! 


En  tout  point  de  la  surface  S,  est  appliquée  une  force  normale, 
dirigée  vers  l'intérieur  du  fluide,  et  dont  la  grandeur  égale  la 
valeur  prise  au  point  considéré  par  la  fonction 

(45)  H,  =      Pl(vf  +  U  + S, +  *!£*£!)• 

2"  //  existe  (leur  constantes  convenablement  choisies  "/._,.  u...  telles 
que  l'on  ail,  en  tout  point  du  fluide  2, 

1  \Zbis)       #-(p-Ç-)  +  V2+  U  -  o,x,+  *2+  **  =  o, 

(  1  1  bis)  — --  -  s2- 


/://  /o///  point  île  la  surface  S2  est  appliquée  une  force  normale, 
dirigée  vers  l'intérieur  du  fluide,  et  dont  la  grandeur  égale  la 
valeur  prise  au  point  considéré  par  la  fonction 

(45  bis)  n2=-p2(v2+u  +  ç2+^7f} 

3°  En  tout  point  de  la  surface  de  discontinuité  1  qui  sépare  les 
fluides  1  et  ■_>..  on  a 

(46)     P,(v1  +  u  +  c1  +  ^tj^  =  p,(v,  +  u  +  c.  +  ^±^y 

En  vertu  «les  égalités  1  j5)  el  1  i  ">  A/.v  i.  l'égalité  1  [6)  peul  encore 
s'écrire 

(I7)  n,^  h. 
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Les  pressions  11,,  IL  sont  deux  fondions  analytiques  différentes, 
définies,  Tune  à  l'intérieur  du  fluide  i ,  l'autre  à  l'intérieur  du  fluide  2. 
Mais  ces  fonctions  se  soudent  Tune  à  l'autre  sans  discontinuité  au 
passage  de  la  surface  2. 

On  verrait  sans  peine  qu'on  se  tromperait,  en  général,  en  énonçant 
une  des  propositions  suivantes  : 

Le  long  de  la  surface  S,  la  pression  garde  une  valeur  constante; 

Les  densités  p,,  p2  gardent  des  valeurs  constantes; 

Les  concentrations  s,,  s2  gardent  des  valeurs  constantes; 

Les  fonctions  potentielles  (V,  -4-  U),  (V,  +  U)  gardent  des  valeurs 
constantes. 

Toutes  ces  propositions,  fausses  en  général,  deviennent  vraies  à  la 
fois,  lorsque  l'on  a  les  identités 

X{  ==  o,  S,  ==  o,  ■A>2=o,  §a=o, 

c'est-à-dire  dans  le  cas  des  actions  newtoniennes. 


i^  3.  —  Stabilité  de  l'équilibre  d'un  fluide  dont  les  éléments  sont 
soumis  à  leurs  actions  mutuelles.  Variation  seconde  du  potentiel 
thermodynamique. 

Supposons  que  les  surfaces  déformables  des  fluides  1  et  2  soient 
soumises  à  une  même  pression  normale  et  uniforme  P.  Le  travail  de 
cette  pression  deviendra,  en  vertu  de  l'égalité  (29  bis), 

P        x  [cos(«c,  x)Dx  ■+-  cos(  ne,y)Dy  ■+-  cos(ne,  r)Dr]'/S, 
+-  Vl[cos(«f,  x)Dx  -+-  cos(ne,y)Dy  -t-  cos(ne,  ;)Dc)</S2  ■ 

ou  bien 

-PDW, 

en  désignanl  par  \\  le  volume  total  du  système,  par  l>\\  l'accroisse- 
ment que  subi!  ce  volume  durant  la  modification  du  système. 
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Si  la  pression  I*  est  maintenue  constante,  ce  travail  dépend  d'un 
potentiel 

(48)  5  =  PW, 

el  le  système  admet  un  potentiel  thermodynamique  total 

(49)  *  =  J  +  «i +  .')• 

\ uns  admettrons  la  proposition   suivante,  qui  u'esl  qu'en   partie 
démontrée  : 

Pour  que  />■  système  soit  en  équilibre  stable,  il  faut  et  il  su /lit  que 
le  potentiel  thermodynamique  total  soit  un  minimum. 

On  exprimera  donc  que  le  système  esl  en  équilibre  stable  en  écrivanl 
que  l'on  a,  à  la  fois, 

(5ô)  o<l>  =  o, 

(5l)  o-*>o, 

pour  toute  modification  du  système  compatible  avec  les  liaisons. 

Bornons-nous,  pour  le  moment,  à  étudier  le  cas  d'un  fluide  continu. 

Dans  ce  cas,  l'expression  de  §<ï>  peut  se  mettre  sous  la  forme  sui- 
vante : 

S$=       f\  A(pÇ)  +  V-j-U  -pj  Updv 

-^  S  Cp<  v  -+-  u  h-  î:>  -h  p] 

x  [cos(«e,  '  1 1  )  x  +  cos(ne,y)\  )y  +  cos(«e,  z)Dz  \dS. 


(5a) 


Il  est  très  facile  de  voir  que  les  équations  d'équilibre,  jointes  aux 

conditions  (27)  et  (28),  rendent  égal  à  o  le  second  membre  de  celle 
égalité  (Sa). 
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Soient,  en  un  point  (x,y,  s)  de  ^espace,  V  la  valeur  au  début  de  la 
modification  de  la  fonction  cpie  désigne  cette  lettre,  et  (V  -+-  SV)  la 
valeur  de  cette  fonction  au  même  pointa  la  fin  de  la  modification. 

En  vertu  des  égalités  (18),  (20)  et  (21),  nous  pourrons  écrire 

[  SV  =  —  AOp  —  S  OS 

(53)  +  f(W  +  P'  3?)  Sp'dP'  +/?'  S  55VA" 

+  ^p'W[cos(n'e,x)Dx'-hcos(rir,,y)Dy'-+-  cos(ric,  z)Dz'  ]</S  , 

n'e  étant  la  normale  à  l'élément  rfS'de  la  surface  S  vers  l'extérieur  du 
fluide;  p'  la  densité  du  fluide  au  voisinage  de  cet  élément;  Da;',  \\\  . 
Dz'  les  composantes  du  déplacement  d'un  point  de  cet  élément. 
Nous  aurons,  de  même, 

0  (p  X)  =      [X  +  p^)op-hp  —  os 

,-)-')  j         -pJ{^  +  Pwwrpdv-?JpWàï*sd" 

—  p§p'^[cos(rie,x)T>x'  +  cos(rie,y)By+cos(rie,z)T)z']dS' 
5(p*)=       ^?^=?  +  Px«* 


<?py  r    r^- 


—  p  Q  p'  -r-  [cosf^,.r)D.f'+  cos(/?4,y)Dy-f-  cos(»/,, s)D;;']  c/S 

Les  égalités  (53),  (54)  et  (55)  donnent  une  interprétation  simple 
de  la  quantité 

f  |oV  —  S(p&,y\8pdv  —  I  $(pè)8sdv 
-h  v  p8Y[cos(ne,x)T>x  -+-  cos(ne,y)Dy  4-  cos(«e,  ^)D;|r/S. 

Considérons  trois  fluides  fictifs  a,  b,  c  ayant  tous  trois,  comme  le 
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classique  fluide  électrique,  la  propriété  de  pouvoir  offrir,  tantôt  une 
densité  positive,  tantôt  une  densité  négative. 

Le  fluide  a  est  distribué  dans  tout  l'espace  occupé  par  le  fluide  réel 
el  sa  densité  en  chaque  point  est  8p. 

Le  fluide  b  est  distribué  en  chaque  point  de  l'espace  occupé  par  le 
fluide  réel  avec  la  densité  :w. 

Le  fluide  c  est  distribué  seulement  à  la  surface  qui  limite  le  fluide 
réel,  et  sa  densité  superficielle  est 

p[cos(  ne,  x  )\).c  4-  cos(/^,  r)D>'  -i-  cos (/ie,  s)Ds]. 

A  une  modification  déterminée  du  fluide  réel  correspond  une  distri- 
bution bien  déterminée  des  trois  fluides  fictifs. 

S< lient  deux  points  M,  M',  pris  dans  le  fluide  réel  ou  à  sa  surface; 
soit  /•  la  dislance  MM';  soient  p,  :  .  s,  s'  les  densités  et  les  concentra- 
tions du  fluide  réel  aux  points  M  et  M'. 

Supposons  que  deux  quantités  qa,  q'a  du  fluide  a  soient  concentrées 
aux  points  M,  M';  nous  imaginerons  que  ces  deux  quantités  exercent 
des  actions  mutuelles  ayant  pour  potentiel 

t)>r         ,fpy  ,  d!V  \ 

'   0,-  à?         '  '    dp  à?  J  *    '  " 

Supposons  que  deux  quantités  qb,  q'b  du  fluide  b  soient  concentrées 
aux  points  M.  M';  nous  imaginerons  que  ces  deux  quantités  exercent 
des  actions  mutuelles  avant  pour  potentiel 

Concentrons  au  point  M  une  quantité  qa  du  fluide  </,  au  point  M 
une  quantité  q'b  du  fluide  />:  nous  imaginerons  que  ces  deux  quantités 
exercent  des  actions  mutuelles  ayant  pour  potentiel 

Aux   deux   points    M,    M',    concentrons   deux  quantités  </,..   q'e  du 
Journ.  de  Math.  (5e  série),  tome  III.  —  Fasc.  II.  1897,  22 
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fluide  c;  nous  imaginerons  que  ces  deux  quantités  exercent  des  actions 
mutuelles  ayant  pour  potentiel 

Au  point  M,  concentrons  une  quantité  qc  du  fluide  c  et  au  point  M' 
une  quantité  q'a  du  fluide  a;  nous  admettrons  que  ces  d^ux  quantités 
exercent  des  actions  mutuelles  ayant  pour  potentiel 


Au  point  M,  concentrons  une  quantité  qc  du  fluide  r,  et  au  poinl  M 
une  quantité  ^  du  fluide  b;  nous  admettrons  que  ces  deux  quantités 
exercent  des  actions  mutuelles  ayant  pour  potentiel 


■jpqeqf 


Supposons  que  les  rapports 

4    ,71-     V(P»  P'' s>  *''  r)>        è   ^    V(p,p',.«,»',r)1 


2   ;W(?,  ?', s,  s',  r),         i  -,-,-,  ^(p,  p',  *,  s',  r), 


ne  croissent  pas  au  delà  de  toutes  limites  lorsque  /•  tend  vers  o;  dous 
pourrons  appliquer  aux  actions  mutuelles  que  nous  venons  d'énumérer 
les  théorèmes  généraux  que  nous  avons  démontrés  dans  notre  Mémoire 
Sur  le  potentiel  thermodynamique  et  la  pression  hydrostatique. 
Soit  Y  le  potentiel  de  toutes  ces  actions  mutuelles.  Il  esl  très  facile 
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de  voir  que  1  on  a 

/  |  S \   —  8  (  :  i  1 1 o: dv  —  \  §*(  :  -s  i  Isdv 
I        <-  Q  co\  [cosi  //,.  '■  il)/-  -+-  cos(  ne,y)Dy  ■+-  cos(ne,z)Ds  \dS 

I         -\:i-l.o:  +  -s  o.vi|cns  (//,,.  ri  I  »/  -t- eus  (//,,.  i')  I  )y  -+-COSI  //,.,  3  i  I  )  "  ] '/S 
I         +2Y. 

Nous  pouvons,   désormais,  former  l'expression  générale  de  o-'l1: 
remarquons  que 

|),  ;\   +  pÙ  +  aÉ)  =  a8V  +  (V +  U -h  C  +  p?^  Sa  +  3?os 

+  [(v+u+CH.p*-P*)è+(P*-P.)£-,(x,+3y]i». 
+  t(v+u+t+pf-P*)*  +  (fg-p.)£-p(Z.+?.)> 

el  nous  aurons,  en  tenant  compte  des  égalités  (  23)  el  (  j  ï  ) 

X       [cos(ne,x)Dx-i-cos(ne,y)'Dy-i-cos(ne,z)Dz]dS        i  !) 

X         [cOS  (//,,.  ./■)!.)./•  +-COSI  II,,.  Y  )]))'  +  COSI  /;,  ."  i  i  )r  \<l>  (    i) 

Djfcosi  //...  ./■  il  >'■  hcos(ne,y)Dy-h  cos(nnz)Dz]dS  j      (.5) 
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-  |§p  [(X,+  X„)Dx-  +  (Y,+  Y„)  D7+  (Zi+  Ze)  Dz] 

X  [cos(/?c,x-)Du?  +  cos(«f,,y)D/  +  cos(«(,,r)Dr]rfS        (7) 
+  2Y.  (8) 

Cette  expression  générale  de  o24>  se  simplifie  beaucoup  lorsqu'on 
suppose  que  l'état  initial  du  système  est  un  état  d'équilibre.  Dans  ce 
cas,  en  vertu  des  égalités  (34),  (35),  (36),  les  termes  (1),  (2),  (3), 
(f\),  (5),  au  second  membre  de  l'égalité  (57),  peuvent  s'écrire 

■+■  S  [l+b  _  (7+7T2]  [C0S("'''z')D^  +  C0S("^7)Dy  +  c0s("e,-)D-]f/S 
+  S[rT^  —  Û+^Pj  [cos("o*-)D^  +  cos(/?,(,,y)D7  4-cos(/?(,,r)D;]rfS 
-f-  v  — - — D  { [cos(«f,x)Dj;+  cos(ne,y)~Dy  -\-  cos(n,,,z )Dz]d$>  j  j , 

■+■  S  [S  +  (T+7T2]  [cos("o^)D't'+cos(".M7)D7  +  cos(/^,-)D;]f/S 
■+•  S  ["TTi  +  (T^T2]  [cos(^>;r)D-/"  +  cos(/^r)D7  +  cos(/^,r)Dr]f/S 
+  ^  -^-D  \[cos(ne,x)T)x-hcos(ne,y)'Dy-\-cos(ne,z)Dz]dS  {]. 

Mais,  les  égalités  (27)  et  (28)  devant  être  constamment  vérifiées, 
les  variations  de  leurs  premiers  membres  doivent  être  égales  à  o,  ce 
•  mi  donne 
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~fvT7r[s?Bs-TTs(8sy]df> 

j  Li-+-i-      (i-t-.s-)2| 
<  '".'  '  ',  +  S  [rh  +  (TTl)5]  [cos('**»-*0  D«  +  cos(«e,y)  Dy  +  cos(ne,  s)  D,- 1  ,/S 
S  [rîl  ~  jT^?]  [cos(»«*)D-*  +  cos(ne,y)D.y  +  cos(ne,s)D.3  |  ,/S 
J^  -^-D  j  [cos(//,,,,/  )  Dr  +  cos(ne,y)  Dy  -+-  cos(ne,z  )\):\  dS  j  =  o; 

fr^—ï  foP  os  -  -£-asy  I  <n- 

j  (1-w)2  L  '  1  +  .îv    7  j 

(6o)  |  +  S  [tT~s  +  (ITT)5]  \cos(""  x)Dx  +  cos(/ie,y)Dy  +  cos(ne,  z)Dz  |  ,/S 
S  [  TT~s  +  (7^7?]  lcos(""  x)  Dx  -+-  cos("c  j)  Dy  +  cos(  //,.,  -  )  ]  )z  |  dS 
^  7T1^!  [cos(ne,x)Dx  +  cos(«e, y)Dy  +  cos(rae,s)  1)--|  rfS  j  =  o. 

Moyennant  ces  égalités  (  59)  et  (Oo),  l'expression  (  ï8  )  peut  s'écrire 
(bi)  /      -^ ~  op  os  -+-  2p  ; 4  (os)2    rA-. 

Si  dans  l'égalité  (5~),  nous  remplaçons  les  ciinj  premiers  termes 
du  second  membre  par  l'expression  (Gi  ),  nous  aurons  l'égalité 

|_d<  '  di  us  '  op         '    us  (i+s)-  J    ' 

-  §p[(X,+  X.)D*  +  (Y.-t-  Ye)D7  +  (Z,+  Ze)Dz] 

x  [cos(«e,ar)Dx  +  cos(«e,y)D/  +  cos(«<,,  r)D;]^/S     (2) 
+  2Y,  (3) 
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qui  représente  la  variation  seconde  du  potentiel  thermodynamique  du 
système  dans  le  cas  où  l'état  initial  du  système  csl  un  état  d'équilibre. 

Le  terme  (2)  peut  se  mettre  sous  une  forme  un  peu  différente. 

L'équation  (  -  ),  appliquée  à  la  surface  S,  le  long'  de  laquelle  la 
pression  garde  une  valeur  constante,  nous  apprend  que  le  segment 
rlonl  les  composantes  sont 

(X,H-Xe),     (Y.-+Y,),     (Z,+  Ze) 

est  normal  à  la  surface  S.  Soit  N  ce  vecteur,  compté  positivement  dans 
le  sens  qui  pénètre  vers  l'intérieur  du  fluide.  On  aura 

X,--i-Xe=—  Ncos(«e,  x), 
Y,-t-  Ye  =  —  N  cos(  />,.._>'), 
Z/-H  TLe  =—  N  cos<  //,,.  :■), 

el  le  terme  (  2),  au  second  membre  de  l'égalité  (O2),  pourra  s'écrire 
4-  ^1  p  N  [cos(ne,x)Dx  -\-  cos(ne,y)D.y  +  cos(ne,  z)T)z\2  dS.     (2  bis) 

Dans  le  cas  où  nous  avons  affaire  non  plus  à  un  fluide  continu,  mais 
à  deux  fluides  1  et  2,  séparés  par  une  surface  de  discontinuité  i,  l'ex- 
pression de  o2$  prend  une  forme  plus  compliquée. 

11  nous  faut  tout  d'abord,  dans  ce  cas,  écrire  les  termes  (1)  et  (2) 
en  affectant  de  l'indice  1  les  quantités  qui  y  figurent,  puis  deux  termes 
semblables  où  l'indice  2  remplace  l'indice  1;  ensuite,  nous  devons  in- 
troduire un  nouveau  ternie,  qui  va  nous  arrêter  un  instant. 

Soient  M,,  Ms  deux  points  infiniment  voisins  situés  l'un  au  sein 
du  fluide,  1,  l'autre  au  sein  du  fluide  2.  Désignons  par  X,,  ï  ,,  Z,  les 
valeurs  de  (X.  +  X^),  (Yf-+-Ye),  (Z,-+-Z,,)  au  point  M,;  désignons 
par  X,,  Y2,  Zo  les  valeurs  des  mêmes  quantités  au  point  M2;  le  terme 
en  question  pourra  s'écrire 

+  §  [(p.X,  -  P,\,)B.v  +  (>,  Y,  -  p2Y2  )  l)v  -+-  (p,Z,  -  p2Z2)Ds] 
X  fcos(n,,.T)  Dx  +  cus(«|(j') \)v  -h  cos(  n,,s  )Dz]  rfS.     (4) 
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i'jilin  le  terme  ï  subira  des  modifications  analogues  à  celles  que  nous 
venons  d'indiquer;  il  es1  inutile  de  les  étudier  en  détail. 

Le  terme  (  '|)  peut  se  transfor r. 

Le  long  de  la  surface  S,  on  a 

IL  =  IL 
et,  par  conséquent,  pour  tout  déplacemenl  effectué  sur  la  surface  1. 

dn{  —  rfIL  =  o 
ou  bien,  en  vertu  de  l'égalité  (  -), 

|  ?tX,-?iX,)dx-h{  :,  Y,  -  p„Y2)^-M  :,/,  -  p,Z,)dz  =  o. 
Cette  égalité  nous  apprend  que  le  segmenl  qui  a  puni'  composantes 

p,X,  -  p2X2, 

?,Y,-p2Y2, 

?,Z,-p2Z2, 
est  normal  à  la  surface  1. 

Soil  \ ,  la  projection,  sur  la  normale  n, ,  du  segmenl  dont  les  com- 
posantes sont  X,,  ^  ,,  Z,  ;  suit  \\  la  projection,  sur  la  normale  //.,,  du 
segment  dont  les  composantes  sontX2,  ^  ,,  Z2;  la  projection  du  même 
segment  sur  la  normale  //,  sera  —  N2.  Nous  aurons  doue 

p,X,  -  p2X2  =  (p)N1  +  p2N2  tcosi  n,,x), 
p,  Y,  —  p2Y,==(p,N,-t-  p2N,)cos(ra,,y), 
p,  /.,  -  p2Z2=  (p,N,  +  p,N2)cos<  nt,  z  | 

.■i  le  terme  <  j  i  pourra  s'écrire 

+■  !n(PiN, +  p2N2)[cos(n,,  x  )  I)'-  +-  cos(  //,.  r)Dy 

+  cos(n,,  z)Dz\2  dS.        (  \  lus 


»?4 


§  i.  —  Stabilité  de  l'équilibre  d'un  fluide  dont  les  éléments  sont  soumis 
à  leurs  actions  mutuelles.  —  Conditions  nécessaires. 

Pour  que  l'équilibre  du  système  soit  stable,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait 

(5i)  c2<I>>o, 

o-<£>  étant  donné  par  l'égalité  (G2),  pour  toute  modification  du  fluide 
qui  satisfait  aux  conditions  (4°)  et  (41)- 

Nous  nous  contenterons  d'indiquer  certaines  conditions  qui  doivent 
être  nécessairement  remplies  pour  qu'il  en  soit  ainsi;  quant  à  rénumé- 
ration de  toutes  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  en 
soit  ainsi,  elle  se  heurte  à  d'extrêmes  difficultés;  c'est  seulement  dans 
certains  cas  particuliers  que  ces  difficultés  peuvent  être  surmontées; 
nous  rencontrerons  plus  loin  un  de  ces  cas. 

Première  condition  nécessaire.  —  La  forme  quadratique 

l  +  P|>'        as  +    (i+sf  JU 

ne  doit,  en  aucun  point  M  du  volume  occupé  par  le  fluide  et  pour 
aucun  système  de  valeurs  des  variables  A  et  B,  prendre  une  valeur 
négative. 

Supposons,  en  effet,  qu'au  point  INI,  pour  un  certain  système  de 
valeurs  A,  B  des  variables  A  et  B,  la  forme  (63)  prenne  une  valeur 
négative  et  montrons  qu'il  sera  possible  alors  de  faire  prendre  à  o2$ 
une  valeur  négative. 

Entourons  le  point  M  d'une  surface  fermée  ct  entourant  le  volumes. 
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Il  est  clair  que  l'on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  déterminer  une 
Fonction  u  qui  satisfasse  aux  conditions  suivantes  : 

1  '  La  fonction  u  est  uniforme,  finie  et  continue  à  l'intérieui  du 
domaine  w\ 

20  Elle  est  égale  à  o  en  tout  point  de  la  surfin  ■ 
!"   Elle  vérifie  les  égalités 

< 6 -o  f  r  — — .  p ..]  inhv = o, 

'  .',,1    '  "+-*  ('-H*)2J 

/     — 1-  7 — ?—v-    udw 

4°  Lorsque  la  surface  a  se  contracte  autour  du  point  M  par  une 
suite  déterminée  de  formes,  le  rapport 


(66)  R=hfTu* 


,h 


tend  vers  une  limite  finie  différente  de  o. 

A  et  B  demeurant  constants,  T  varie  d'une  manière  continue  d'un 
point  à  l'autre  du  fluide  continu;  T  étant  négatif  au  point  M,  par 
hypothèse,  on  peut  prendre  le  volume  w  assez  petit  pour  que  T  smi 
négatif  en  tout  point  de  ce  volume;  R  sera  alors  assurément  uégatif. 

A  l'intérieur  de  l'espace  ir,  distribuons  deux  fluides  fictifs,  ietj,  le 
premier,  /,  de  densité  Au,  le  second,/,  de  densité  Bu. 

Imaginons  que  les  actions   mutuelles  de  deux    masses  a ... 
fluide  /.  admettent  pour  potentiel 

1   dp        '    dp        ■  ■    dpap     '    ' ' 

que  les  actions  mutuelles  de  deux  masses  qj,  q'^  du  fluide  /,  admettenl 

pour  potentiel 

qu'une  masse  7,  du  fluide  i  et  une  masse  q. ,  du  fluide  /,  exercenl  l'une 

Journ.  de  Math.  (  V  série),  tome  III.        Fasi     II.   189  -  » 
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sur  l'autre  des  actions  mutuelles  admettant  pour  potentiel 

Soit  J  le  potentiel  de  toutes  ces  action-  fictives. 

En  vertu  des  hypothèses  laites  sur  la  fonction  *Eet  ses  dérivées  par- 
tielles, lorsque  la  surface  o-  se  contracte  autour  du  point  M,  le  rapport 

-1—,  ne  croît  pas  au  delà  de  toute  limite,  en  sorte  que  le  rapport  -  tend 

vers  zéro. 

Cela  posé,  considérons  la  quantité 

(67)  ?.=  fjTu*dw  +  2Z, 

qui  peut  s'écrire,  en  vertu  de  l'égalité  (66), 

Lorsque  le  volume  w  tend  vers  zéro  par  une  suite  de  formes  l>ieu 

déterminées,  Rtend  vers  une  limite  finie  et  négative,  tandis  que  —  tend 

vers  zéro.  Nous  pouvons  donc  assurément  prendre  le  volume  w  assez 
petit  pour  cpie  cp  soit  négatif. 

Cela  posé,  considérons  une  modification  du  fluide  définie  de  la 
manière  suivante  : 

i°  En  tout  point  de  l'espace  extérieur  à  la  surface  n  ou  de  cette 
surface  même,  on  a 

I  )./  =  o.  Dr  — o.  Dj  =  o,  Ds  =  o,  Dp  =  o 

et.  par  conséquent, 

op  =  o,  os  =  O. 

20  En  toul  point  du  domaine  w,  on  a 

cp  =  11  ot,  os  =  II  0/. 

ot  étant  une  quantité  infiniment  petite  indépendante  de  x,  y.  :. 
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En  vertu  des  conditions  (64  )  el  (65).,  cette  modification  vérifie  les 
égalités  (27)  el  (28);  c'est  donc  une  modification  virtuelle  acceptable. 
I  i.ni-  une  telle  modification,  on  a  évidemmenl 

S2*  =  <?(oOï, 

en  sorte  que  o-<l>  esl  négatif,  l'ai-  là,  la  proposition  énoncée  est  dé- 
montrée. 

Deuxième  condition  nécessaire.  —  La  quantité  IN  n'est  négative 
en  aucun  point  de  la  surface  S  qui  limite  le  fluide. 

Supposons,  en  effet,  que  la  quantité  \  prenne  une  valeur  négative 
en  un  point  M  de  la  surface  déformable  S  du  fluide;  nous  allons  voir 
que  l'on  pourrait  imposer  au  fluide  une  modification  qui  ferait  prendre 
à  o-iI>  une  valeur  négative. 

Autour  du  point  M,  traçons  sur  la  surface  S  une  aire  1  :  déterminons 
une  fonction  <v,  variable  «l'un  point  à  l'autre  de  l'aire  1,  et  satisfaisant 
aux  conditions  suivantes  : 

1"  Elle  est  uniforme,  finie  et  continue  en  tout  point  de  l'aire  7; 

2"  Elle  s'annule  tout  le  long  du  contour  de  l'aire  ~: 

i"  Elle  vérifie  les  conditions 

(69)  g  -^-sud<7  =  o. 

'i°  Lorsque  le  contour  de  l'aire  a  se  contracte  pour  venir  s'évanouir 
au  point  M  par  une  suite  bien  déterminée  de  formes,  le  rapport 

(70)  R=  i£J   pfiu2da 

tend  vers  mie  limite  finie  différente  de  zéro. 

La  quantité  \  est,  par  hypothèse,  négative  au  point  M.  Si  la  sur- 
face S  a  une  courbure  finie  au  voisinage  du  point  M.  la  quantité  \ 
varie  d'une  manière  continue  au  voisinage  de  ce  poinl  ;  on  peut  donc 
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prendre  l'aire  a  assez  petite  pour  que  N  soit  négatif  en  tout  point  de 
cette  aire;  R  sera  alors  assurément  négatif. 

Sur  l'aire  a-,  distribuons  un  fluide  fictif  ayant  pour  densité  superfi- 
cielle, en  chaque  point  de  l'aire,  la  valeur  correspondante  de  «;  ima- 
ginons que  deux  quantités  q,  q'  de  ce  fluide  fictif  exercent  des  actions 
mutuelles  admettant  pourpotentiel 

Wqq>. 

Formons  le  potentiel  iT  des  actions  mutuelles  de  la  distribution  fictive 
répandue  sur  Taire  cr. 

En  vertu  des  hypothèses  faites  sur  la  fonction  W,  lorsque  la  surface  t 

tend  à  s'évanouir  au  point  M,  le  rapport  "-,  ne  croît  pas  au  delà  de 

7 
toute  limite,  en  sorte  que  le  rapport  -  tend  vers  zéro. 

Cela  posé,  considérons  la  quantité 
(71)  9  =  JSJ   pN«3rfa  +  27, 

que  Ton  peut  écrire,  en  vertu  de  l'égalité  (70), 


Lorsque  Taire  <7  tend  vers  zéro  par  une  suite  de  formes  bien  détermi- 
nées, R  tend  vers  une  limite  finie  et  négative,  tandis  que  -  tend  vers 

zéro  ;  on  peut  donc  prendre  Taire  ct  assez  petite  pour  que  ç  soit  assuré- 
ment négatif. 

Prenons  une  telle  aire  t  et  imposons  au  fluide  la  modification  sui- 
vante : 

1"  En  tout  point  intérieur  à  la  masse  fluide,  on  a 

ôp  =  0,  os  =  o; 

2°  En  tout  point  de  la  surface  S  extérieur  à  a  ou  situé  sur  le  contour 
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de  l'aire  a,  on  a 

D#  =  o,  Dy  =  o,  D;  =  o; 

3°  Dr,  Y)y,  Dr  varient  d'une  manière  continue  à  l'intérieur  de 
l'aire  u,  et  l'on  a 

cos(«e,  x)~Dx  -t-  cos(ne,y)Dy  -+-  cos(  />,,,  z)Dz  =  uSt, 

Zt  étant  une  quantité  infiniment  petite  qui  a  la  même  valeur  en  tous 
les  points  de  Taire  u. 

Nous  aurons  ainsi  défini  une  modification  virtuelle  acceptable  du 
fluide,  car,  en  vertu  des  égalités  (68)  et  (69),  les  conditions  (27  )  el 
1  28  )  seront  remplies.  Or,  dans  cette  modification,  on  aura 

en  sorte  que  o2$  sera  négatif,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Troisième  condition  nécessaire. —  Si  la  masse  /laide  est  formée 
de  deux  fluides  distincts  1  et  2,  séparés  par  une  surface  de  discon- 
tinuité I,  la  quantité  (p,N,  +  p2N2)  ne  doit  être  négative  en  aucun 
point  de  la  surface. 

Cette  proposition  se  démontre  comme  la  précédente. 

§  5.  —  Conséquence  de  la  première  condition  nécessaire. 
Nous  avons,  en  vertu  des  égalités  (22), 

d\]  =  -  (Xedx  -t-  Yedy  4-  Zedz  1. 
Les  égalités  (18),  (19),  (20),  (21)  nous  donnenl 

dX  =  —  I  \td r  -t-  \','/\-  -+-  7Hilz  —   1  dp       sds  1. 
L'égalité  (  20)  nous  donne 

dxj?dfd7à^dç        dyJ?Jïdïdydç        dzJPdïTrTzdv> 
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ôu  bien,  en  verlu  des  égalités  (19), '(20),  (ai), 

,            à  A,   ,          OA    ,          OX,    ,           0\,    ,           ffLt   , 
il  l    =  -r-   dz  H ils  -\ T-d.r  H —  llv  H r-  (iZ . 

Op      '  às  op  il;-     -  Op 

(  )n  trouverait  de  même 

,         de  ,         de  ,         0\,  ,  OX,   ,         02. i  , 

d§  =  -T-dp  -+-  3-  ds  h — r-i  dx  h r-dy-\ — j-  ds. 

Op    <        Os  ds  as    •  as 

Considérons  L'égalité  (  35),  vérifiée  en  tout  point  du  fluide,  et  diflë- 
rentions-la  en  tenant  compte  des  égalités  précédentes  et  des  identités 

dZe 
dp 


1  ./.s- 


0Xe                    0\e 

<7p                             dp 

Vous  trouvons 

,(- 

jr         J-:                   «MA   , 

,  dl           an                   àA 

+    T"  ■+•  P  TTi s  -  ?  ^r 

2) 

_|[p(X,+  Xe)]^ 

[ 

-|[p(Yt+Ye)^]-|| 

(I-t-*)-: 


Multiplions  par  p  les  deux  membres  de  l'égalité  (36),  vérifiée  en 
ions  les  points  du  fluide,  et  différentions-la,  en  "tenant  compte  des  éga- 
lités précédentes  et  des  identités 

0Xr  _  0\,  _  àZ,  _ 

Os    ~  Os  Os 

Nous  trouvons 

(0-  O2*  àS  ).  —  n  \    , 

1  V^  "*" ? osop  ~b~ï op~ (T+ôV  p 

(73)  4-rP^-p^  +  ^=#l^-^[p(X1.4-Xe)l^ 

\  -â[P(YJ+Ye)rf/]-js[p(Z,-*-Ze)^]  =  o. 
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Multiplions  les  deux  membres  de  l'égalité  (72)  par  dp,  les  deux 
membres  de  I  égalité  (  -'■>  )  par  ds,  et  ajoutons  membre  à  membre  les 
résultats  obtenus;  nous  trouverons  une  égalité  que  nous  pourrons 
écrire 


\    à? 


.=  ''.'  \(d?r- 


dp 


d'-K 


(74) 


L2  ds 

["       (?SÇ  ÔS  '*>    I    /    /     \o 


( 


>■-,*>    I 
»  +  *)*   J 


dpds 


''-  (p(X,+  X.)M>+£(p(X,   ..\.,„/.v 


rjp 


,/.,■ 


[^(p(Z,  +  ZjVp  +  £(P(Z,  h-  Ze))ds\  dz. 


La  première  condition  nécessaire,  démontrée  au  paragraphe  précé- 
dent, nous  montre  alors  que  Fou  aura,  pour  tout  segment  infinimenl 
petit  tracé  à  l'intérieur  du  fluide, 


(75) 


[^(P(X,+  X.))rfp 
[^(P(Y,-+Y.))rfp 
[|(p(Z,  +  Ze))rfp 


|(p(X,.+  Xe))*]^ 
|(p(YH  *.))*]<*/ 
^(p(Z,  +  Ze))^]rfS>o. 


Celle  conséquence  de  notre  première  condition  permettrait,  on  le 
voil  sans  peine,  de  retrouver  la  troisième  condition  en  regardanl  les 
fluides  1  et  2,  non  plus  comme  séparés  par  une  surface  géométrique, 
mais  comme  reliés  l'un  à  l'autre  par  une  conclu'  de  passage  continue  el 
extrêmement  mince. 
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§  6.  —  Cas  des  actions  newtonieimes. 

Nous  avons  donné,  dans  notre  Mémoire  Sur  le  potentiel  thermody- 
namique et  la  pression  hydrostatique,  le  nom  d'actions  newlonienncs 
aux  actions  pour  lesquelles  la  fonction  W  dépend  de  la  seule  variable  r. 

Pour  de  telles  actions,  on  a 


X  =  o, 

S  =  o, 

dp 

-57  =  °' 

dY, 
dp 

dY,- 

ffLi 

t)Z, 
Os 

,-<;, 


Voyons  ce  que  deviennent,  pour  de  telles  actions,  nos  diverses 
conditions  nécessaires  pour  la  stabilité  de  l'équilibre. 

La  deuxième  condition,  par  laquelle  nous  commencerons,  ne  change 
pas  de  forme  ;  en  aucun  des  points  de  la  surface  qui  limite  le  fluide, 
la  force,  tant  intérieure  qu'extérieure,  appliquée  à  un  élément  de 
niasse  du  fluide,  ne  peut  être  dirigée  vers  l'extérieur  du  fluide. 

La  troisième  condition  se  simplifie  si  Ton  observe  que,  dans  le  cas 
des  actions  newtonieimes,  les  quantités  (X,-(-Xe),  (Y,-+Ye), 
(Z,-  +  Ze)  varient  d'une  manière  continue  lorsque  Ton  traverse  la  sur- 
face de  contact  de  deux  fluides  différents  i  et  2.  On  aura,  dès  lors, 

N,-i-Na=o, 

et  la  troisième  condition  exigera  que  Ton  ait,  en  tout  point  de  la  sur- 
face E, 

I  /'/  surface  de  contact  de  deux  fluides  différents,  la  force,  tant 
intérieure  qu'extérieure,  ne  peut  jamais  être  dirigée  du  fluide  le 
plus  dense  vers  le  fluide  le  moins  dense. 
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La  première  condition   prendra   simplement,   en    vertu  des  éga 
lités  (7(1  ),  la  forme  suivante  : 

La  forme  quadratique  en  A,  B 

P  "P\     ();-/  \_às        '  dpâs        (i-hs)-j 


(il) 


r^j       2(X-:x)-| 


ne  peut  jamais  être  négative  en  aucun  point  du  fluide,  et  pour  aucun 
système  de  râleurs  de  A,  13. 

De  cette  condition  on  peut  déduire  une  série  de  conséquences. 

L'une  de  ces  conséquences  est  la  forme  particulière  prise,  dans  ce 
cas,  par  la  condition  (70)  qui  devient,  en  vertu  des  égalités  (  76  1. 

(78)  [(Xt-+  Xe)d.r  +  (Y,+  Ye)dy  ■+■  (Z,  4-  Ze)dz]dplo. 

Cette  inégalité  (78),  on  le  voit  sans  peine,  peut  s'énoncer  ainsi  :  Si 
la  direction  qui  va  du  point  M  au  point  voisin  M!  fait  un  angle  aigu 
avec  la  direction  de  la  force,  tant  extérieure  qu'intérieure,  la  den- 
sité  ne  peut  être  moindre  au  point  M  qu'au  point  M;  elle  ne  peut 
cire  plus  grande  au  point  M  qu'au  point  M.  si  la  direction  MM  fait 
un  une  h'  obtus  avec  la  direction  de  la  force.  On  sait  d'ailleurs 
qu'elle  est  la  même  au  point  M  et  au  point  M',  si  la  direction  MM'  fait 
un  angle  droit  avec  la  direction  de  la  force. 

On  peut  appliquer  cet  énoncé  même  au  cas  où  les  points  M.  M  sonl 
séparés  par  une  surface  de  discontinuité;  il  renferme  alors  la  deuxième 
condition  et  la  troisième  condition,  nécessaires  pour  la  stabilité. 

Pour  cpie  la  forme  (  77  )  ue  puisse  devenir  négative  pour  aucun  sys- 
tème de  valeurs  de  A  et  de  B,  il  faut  que  Ton  ait  les  inégalités 

(79)  £(?%)    o, 


à,  \ '     de 
(80) 

/ox     a      [ à  /  «à>:\][d-z      a(X  — |x)-|     [dt         <;;:        X  —  iii'. 

(8l)      A=[3?(p»3?)J[^  +  1i^J.-[g5+p3F5-ÏÏTiJ>0. 


as-  (1  -h  s)3  ~     ' 


Journ.  de  Math,     v  sérii       lome  III.  —  Fasc.  H.  1897.  2  | 
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Ces  diverses  inégalités  conduisent  à  des  propositions  intéressantes. 
On  a,  en  effet,  en  tout  point  de  la  masse  fluide,  en  vertu  des  égalités 
(38)et(76), 

(8a)  p*f=II. 

Cette  égalité  détermine  la  densité  p  en  un  point  du  fluide  lorsqu'on 
connaît  en  ce  point  la  pression  II  et  la  concentration  s.  Supposons  que 
la  concentration  s  demeurant  constante,  la  pression  II  augmente 
de  dU.\  l'égalité  (82),  différentiée,  donne 


*(?*)*-"■ 


Jointe  à  la  condition  (79),  cette  égalité  nous  apprend  que,  lorsque  la 
pression  croit  en  un  point  du  fluide  sans  que  la  concentration  en 
ce  point  éprouve  aucun  changement,  la  densité  en  ce  point  ne  peut 
diminuer. 

Supposons  maintenant  que,  II  étant  maintenu  constant,  s  varie  de  <ls  ; 
l'égalité  (82)  nous  donne 


ds  =  o. 


Lorsque  la  pression  en  un  point  d'un  fluide  est  maintenue  con- 
stante, un  accroissement  de  la  concentration  en  ce  point  produit 

une  variation  de  la  densité  dont  le  signe  est  celui  de ; — 3-- 

0  0?  Os 

En  tout  point  d'un  fluide,  on  a  les  égalités 

.,*                                               y                dï,            -ir           TT            ^  '+  !Jls' 
(35)  ,+  Sf    +\+UH '—  =  O, 


<  36  ) 


dp 
dK 


ds        (n-*)s 
Ces  égalités,  différentiées,  donnent 
,  ,  *  +  p  Ç\  d?  +  ["*  +     M  _  _±zJL]  ds  =  Xd.r  +  \  dy  +  Zdz, 

\    dp        r  dp  )     '  \_df        idpds        (î+sj-J  J 

dsdp     '  \_àsl  (t  +  sy  J 
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en  posant,  pour  abréger, 

X  =  \,+  \.         Y  =  Y,  +  Ye,         Z  =  Z,  +  Z„. 

Résolvons  ces  équations  par  rapport  à  (h,  ds,  en  tenant  compte  de 
l'égalité (36);  nous  trouvons  sans  peine 

(83)  rfp  =  — A(I  +  5)S  (X  <£c  +  Y  rf>-  +  Z  <fc  ), 

(  84  )  f/.v  =  -  -^  (Xdx-i-  Y  ,/y  +  Z  <b  ) . 

En  tenant  compte  de  la  condition  (80),  l'égalité  (83)  nous  redonne 
cette  proposition,  que  nous  avons  déjà  trouvée  autrement  : 

Le  loup;  d'un  chemin  élémentaire  faisant  un  angle  aigu  avec  lu 
direction  de  la  force,  la  densité  ne  peut  être  décroissante. 

L  égalité!  8/j  ),jointeà  la  proposition  que  nous  avions  précédemment 

obtenue,  conduit  à  une  nouvelle  proposition  : 

Si,  sous  pression  constante,  un  accroisse/ne///  de  concentration 
du  fluide  entraîne  une  augmentation  de  densité,  la  concentration 
ne  peu/  être  que.  croissante  le  long  d'un  chemin  élémentaire  fai- 
sant un  a  n  pie  al  pu  avec  la  direction  de  la  force;  l'inverse  a  lieu 
si,  sous  pression  constante,  un  accroissement  de  concentration  du 
/lui/le  est  accompagné  /l'une  diminution  de  densité. 


$  T.  —  Fluides  dont  les  divers  éléments  se  repoussent  ou  s'attirent 
en  raison  inverse  du  carré  de  leur  distance  mutuelle. 

Considérons  maintenant  un  fluide  dont  les  divers  éléments  se  re- 
poussent  en  raison  inverse  du  carré  de  leur  mutuelle  distance;  nous 
aurons  alors 

(85)  W=-, 
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£  étant  une  constante  positive.  Cette  detennination.de  la  fonction  W 
entraine,  en  vertu  de  théorèmes  connus,  la  conséquence  suivante  : 
Dans  l'expression  de  o2$,  donnée  par  l'égalité  (62),  la  quantité  que 
nous  avons  désignée  par\  est  essentiellement  positive.  De  là,  ou 
déduit  sans  peine  cette  proposition  : 

Les  conditions  que  nous  avons  indiquées  comme  nécessaires  pour 
la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  fluide  deviennent  en  même  temps 
suffisantes  dans  le  cas  où  les  actions  mutuelles  de  deux  éléments 
quelconques  du  fluide  se  réduisent  à  une  force  répulsive  inver- 
sement proportionnelle  au  carré  de  la  dislance  des  éléments. 

Il  n'en  est  plus  de  même  lorsque  Faction  inverse  au  carré  de  la  dis- 
tance mutuelle  qui  s'exerce  entre  deux  éléments  fluides  est  une  action 
attractive.  On  a,  dans  ce  cas, 

(86)  T  =  -f 

/"étant  une  constante  positive.  Un  théorème  connu  nous  apprend  que, 
dans  ce  cas,  la  quantité  que  nous  avons  désignée  par  Y  est  essen- 
tiellement négative. 

Ce  caractère  de  la  quantité  Y  ne  nous  fournit  pas  les  conditions  qui 
suffisent  à  assurer  la  stabilité  de  l'équilibre  du  fluide;  mais  il  nous 
permet  de  compléter  les  conditions  nécessaires  déjà  trouvées  par  les 
additions  suivantes  : 

i°  77  ne  peut  exister  deux  fonctions  continues  A  (a?,  y,  z), 
B(x,y,  z),  dont  l'une  au  moins  diffère  de  zéro,  telles  que  l'expres- 
sion 

(»f +  p9)[A(-.y.*)P+p[g  +  f=$]  LB(*.r.--? 

+  2  [s  +  ? ,$  ~  (7TÏ?]  A<*'*  $*(.*•?•  -) 

soit  égale  à  zéro  en  tous  les  points  d'un  volume  fini  faisant  partie 
de  la  masse  fluide. 

20  La  quantité  N  ne  peut  être  égale  à  zéro  en  tous  les  points 
d'une  aire  d'étendue  finie  tracée  à  la  surface  qui  limite  le  fluide. 
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!"  La  quantité  (  p,  \,  -+-  paN2)  //'•  peut  être  égale  à  zéro  en  tous 
les  points  d' une  aire  d'étendue  finie  tracée  à  la  surface  de  sépa- 
ration de  deux  fluides  1  et  2. 

Entre  les  deux  cas  que  nous  vouons  de  traiter  se  trouve  le  ras  où 
les  éléments  qui  composent  le  fluide  n'exercent  l'un  sur  l'autre  aucune 
action  ;  dans  ce  cas,  la  quantité  x  est  égale  à  zéro  et  nous  pouvons 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  les  éléments  qui  composent  le  fluide  sont  sans  action  les 
uns  sur  les  autres,  les  conditions  nécessaires  pour  la  stabilité  ,lc 
l'équilibre  doivent  être  complétées  comme  nous  venons  de  V  indiquer 
pour  le  cas  où  les  éléments  s'attirent  en  raison  inverse  du  carre  de 
leur  distance  mutuelle,  et  elles  deviennent  abus  conditions  suffi- 
santes. 

C'est  le  résultai  auquel  nous  étions  parvenus  directement  en  d'autres 
publications  ('). 

Traçons  une  surface  fermée  cr,  enfermant  un  volume  w  contenant 
tout  ou  partie  du  fluide.  Soit  v  la  normale  à  la  surface  a  vers  l'extérieur 
du  volume  w;  on  sait  que  Ton  a  identiquement 

(87)         sB^^i*=jrA(u+v)*P. 

Appliquons  d'abord  celte  égalité  au  cas  d'un  fluide  dont  les  divers 
éléments  se  repoussent  les  uns  les  autres  en  raison  inverse  du  carré  de 
leur  distance  mutuelle  et  sont  attirés  ou  repoussés  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  par  des  masses  extérieures.  L'égalité  (85)  nous 
donnera 

AL=o,         AV  =  -4iî£p. 

L'égalité  (8-)  deviendra 

d(U-i-V) 


Sa  (  V  ~h  V  )  ,  ,       /       , 

o-,    (h=  ~  iTOy  ?dw- 


(')  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flottants  (Journal  de  Mat  henni- 
lianes.  '.>'■  série,  t.  I,  p.  91).  —  Dissolutions  et  mélanges;  \m  Mémoire  :  L'équi- 
libre et  le  mouvement  des  il  ni, les  mélangés  1  Travaux  et  Mémoires  des  Facultés 
de  Lille,  t.  III. B). 
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Le  second  membre  étant  à  coup- sûr  négatif,  il  en  est  de  même  du 

premier;  il  y  a  donc  assurément  des  points  de  la  surface  n  où  — — r— — - 
est  négatif.  En  ces  points,  on  a 

<  Xi-h  Xe)cos(v,#  )  +  (Y,-+  Ye)cos(v,jK)  +  (Z/  +  Ze)cos(v,  s)>o; 

en  ces  points,  la  force  tant  extérieure  qu'intérieure  fait  un  angle  aigu 
avec  la  normale  v.  Dès  lors,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  sui- 
v anle  : 

/  n  fluide  dont  les  divers  éléments  se  repoussent  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance  est  soumis  à  /'action  de  masses  exté- 
rieures qui  attirent  ou  repoussent  ces  mêmes  éléments  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  dislance;  ce  fluide  est  en  équilibre  stable; 

traçons  une  surface  fermée  renfermant  ce  fluide  en  totalité  on  en 
partie.  Il  existe  sur  cette  sur  face  des  points  tels  que  si  l'on  s'éloigne 
d'un  tel  point  suivant  la  normale  à  la  surface  et  vers  l'extérieur 
de  lu  surface,  on  rencontre,  après  un  trajet  infiniment  petit,  un 
fluide  au  moins  aussi  dense  que  celui  qui  se  trouvait  au  point  que 
l'on  a  quitte. 

De  cette  proposition  se  déduisent  les  conséquences  suivantes  : 

Si.  dans  un  tel  fluide,  on  trace  une  surface  d'égale  densité  cr 
qui  soit  fer/née.  toute  surface  d'égale  densité  <j' ,  tracée  à  l'inté- 
rieur de  la  surface  a,  correspond  à  une  densité  au  plus  égale  à 
relie  que  l'on  rencontre  sur  la  surface  7;  toute  surface  d'égale 
densité  a",  contenant  à  son  intérieur  la  surface  rJ,  correspond  à 
une  densité  au  moins  égale  éi  celle  que  l'on  rencontre  surlasur- 
face  n. 

Le  fluide  que  nous  étudions  ne  peut  être  en  équilibre  stable  s'il 
est  limité'  par  une  surface  libre  fermée. 

Considérons,  maintenant,  un  fluide  dont  les  divers  éléments  s'at- 
tirent en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance  et  sont  attirés  ou 
repoussés  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance  par  des  masses 
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extérieures.  Nous  aurons,  en  vertu  de  l'égalité  (  86  i, 

Al    =o,         A\=',-/'?, 

et  l'égalité  (87)  deviendra 

o  <?(V  +  U)  ,       .    ..  /•    , 
§—*  —  *'.=  wjjd*. 

Le  second  membre  étant  assurément  positif,  il  en  sera  de  même  du 
premier,  et  nous  obtiendrons  des  résultats  inverses  de  ceux  que  nous 
rcnon.s  d'énoncer. 


§  8.  —  Masse  fluide,  animée  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 
et  dont  les  divers  éléments  s'attirent  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance. 

Imaginons  une  masse  fluide  dont  les  éléments  s'attirent  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance  mutuelle,  et  sont  attirés  suivant  la 
même  loi  parties  masses  fixes;  supposons  en  outre  que  cette  masse 
fluide  soit  animée  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d'un 
axe  donné.  On  sait  combien  il  est  difficile  de  déterminer  la  figure 
d'équilibre  de  cette  masse  et  d'établir  les  conditions  dans  lesquelles 
cet  équilibre  est  stable.  Nous  ne  prétendons  pas  ici  résoudre  ce  pro- 
blème dans  des  cas  nouveaux;  nous  voulons  seulement  apporter  la  dé- 
monstration de  quelques  propositions  que  l'on  a  toujours  regardées 
comme  certaines. 

Prenons  l'axe  de  rotation  pour  axe  des  ;.  Soit  w  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation.  On  sait  que,  pour  obtenir  l'équilibre  relatif  de  la 
masse  fluide,  il  suffit  de  chercher  l'état  d'équilibre  absolu  qu'elle 
prendrait  sous  l'action  des  forces  qui  la  sollicitent  réellement  et  de 
forces  fictives  (forces  centrifuges  )  admettant  pour  fonction  potentielle 

(88)  w  '■;',.,-*+ r2». 

Les  considérations  précédemment  exposées  touchant  l'équilibre  des 
fluides  s'appliquent  donc  à  ce  cas. 


ICJO  P.     DUHEM. 

Touchant  la  stabilité  de  cet  équilibre  relatif,  nous  nous  bornerons 
à  rappeler  le  résultat  suivant,  dû  à  MM.  W  .  Thomson  et  Tait  : 

Soit  un  système  soumis  à  des  forces  ayant  pour  potentiel  ù\  ce 
système  est  en  équilibre  relatif,  et  sa  force  vive  est  <L.  Si  l'on  sup- 
pose en  ce  système  des  résistances  passives,  pour  que  V 'équilibre 
relatif  soit  stable,  il  faut  et  il  suffit  que  la  quantité  (  il  -+-  '£)  soit 
un  minimum. 

Dans  le  cas  général,  où  nous  nous  sommes  placés,  où  le  système 
renferme  des  fluides  compressibles,  ce  n'est  plus  à  la  Mécanique,  mais 
à  la  Thermodynamique  qu'il  faut  faire  appel  pour  traiter  de  l'équi- 
libre et  du  mouvement  de  ce  système.  La  proposition  de  MM.  Thomson 
et  Tait  devra  alors  être  remplacée  par  la  suivante  : 

Pour  que  l'équilibre  relatif  d'un  système  oui  offre  des  résis- 
tances passiaes  soit  stable,  il  faut  et  il  su  fit  que  la  somme  (O  -h  '£  ) 
de  son  potentiel  thermodynamique  et  île  sa  force  vive  soit 
minimum. 

On  démontrera  sans  peine  cjue  cette  condition  est  suffisante  en  s'ap- 
puyant  sur  les  principes  cpie  nous  avons  posés  ailleurs  (')  et  en  imi- 
tant les  raisonnements  donnés  par  Lcjeune-Diriehlet  dans  le  cas  de 
l'équilibre  absolu.  Quant  à  la  nécessité  de  la  condition,  pour  un 
système  qui  ne  dépend  que  d'un  nombre  limité  de  paramètres  va- 
riables, elle  se  déduira  de  l'élude  des  petits  mouvements  du  système, 
selon  la  méthode  appliquée  par  Lagrange  à  l'équilibre  absolu  et  par 
MM.  Thomson  et  Tait  à  l'équilibre  relatif.  La  démonstration  ne  pourra 
s'étendre  au  cas  de  systèmes  dépendant  d'un  nombre  illimité  de  para- 
mètres variables  sans  postulat  spécial;  on  pourra  répétera  cet  égard 
ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  de  l'équilibre  absolu,  au  début  de  notre 
Mémoire  sur  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  corps  flottant. 

Admettons  dorénavant  que  le  minimum  de  (<I>  +  <£)  soit  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  relatif  d'un 

(')  Commentaires  aux  principes  de  la  Thermodynamique,  3e  partie,  ^lia- 
pitre  IV,  §  2  (Journal  de  Mathématiques,  4"  série,  t.  X,  p.  263). 
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système  qui  offre  des  résistances  passives,  ou,  selon  la  dénomination 
adoptée  par  M.  Poincaré  (  '  ),  pour  la  stabilité  séculaire  du  système. 
M.  Poincaré,  en  étudianl  la  stabilité  relative  des  Bgures  ellipsoï- 
dales d'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène  animée  d'un  mouve 
nient  de  rotation,  n'a  pas  cherché  d'une  manière  absolument  générale 
les  conditions  nécessaires  el  suffisantes  pour  que  la  somme  (Q-k3L) 
soit  minimum  ;  au  £  '*  de  son  Mémoire,  il  traite  seulement  le  cas  où  le 
mouvemenl  troublé  du  système  est  encore  un  mouvement  uniforme 
de  rotation,  de  même  vitesse  angulaire  <•>.  autour  du  même  axe  <  >Z  : 
au  £  10,  le  cas  où  le  mouvemenl  troublé  correspond  à  un  mêt/ic 
moment  de  quantité  de  mouvraient  par  rapport  à  l'axe  <  >Z  que  le 
mouvemenl  initial,  ce  qui  suppose  que  les  forces  perturbatrices  avaient 
un  moment  nul  par  rapport  à  l'axe  <  >Z.  (  l'est  dans  le  premier  de  ces 
deux  cas  (pic  nous  nous  supposerons  place  ;  cette  restriction  est  sans 
inconvénient  pour  l'objet  que  nous  nous  proposons;  les  conditions 
qui,  dans  ce  cas  restreint,  sont  nécessaires  pour  le  minimum  de 
(  «I»  4-  £  ),  demeurent  nécessaires  dans  le  cas  général. 

I  >ès  lors,  les  conditions  nécessaires  pour  lu  stabilité  de  l'équilibre 

iih.su/i/  il' une  masse  //ai/le  dont  les  éléments  s'attirent  en  raison 
inverse  du  carre  de  la  distance  (  conditions  énoncées  au  $  7  >  demeu- 
rent nécessaires  pour  la  stabilité  séculaire  de  la  même  masse 
animée  d'un  mouvement  de  rotation  uni  forme ,  pourvu  que  l'on 
ajoute  aux  quantités  (X, ■+ Xe),  (Y,--(-Ye),  (Z,-t-Ze)  les  compo- 
santes \, ,  "\ ,.,  X,  de  la  force  centrifuge. 

D'après  l'égalité  (88  ),  on  a 

(89)  \,.=  f'jv/.  Yc=(j>2y,         7ic=  o. 

L'identité  (  87  1,  appliquée  au  cas  actuel,  devienl 

(90)      S—  '!  — *=  fAo    N  +™  *<*»• 


i'i   II.  Poincaré,  Sur  l'équilibre  d'une  masse  fluide  animée  d'un  mouve- 
mentée rotation  1    Icta  malhemalica,  l.  VII,  p.  25g;  1 

Jour,,,  de  Math.  une  Itl  I    sr.  Il  '•'  • 
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En  vertu  des  égalités  (86)  et  (88),  on  a 

AU  =  o,         AV  =  /»iï/p,         AW  =  -2ù>2. 

Soient  u.  =  ç  dw  la  masse  contenue  dans  la  surface  a  et  w  =  f  dw 
le  volume  qu'enferme  cette  surface.  L'égalité  (90)  deviendra 

(91)  S^-       — ^ <h=   2C2-/U.-WM-). 

Krt  raisonnant  sur  cette  égalité  connue  nous  l'avons  fait  au  $  7  sur  des 
égalités  analogues,  nous  arrivons  aux  conséquences  suivantes  : 

Traçons  une  surface  fermée  7  englobant  un  volume  w  et  conte- 
nant une  masse  a  du  fluide. 

Si  l'on  a  oj-  <^  -^-f->  il  est  des  points  M  sur  la  suif  ace  7  tels  que 

si  l'on  s'éloigne  de  l'un  de  ces  points  en  pénétrant  à  V intérieur  du 
volume  w,  on  ne  rencontre  pas  de  niasse  fluide  moins  dense  que 
celle  qui  se  trouvait  au  point  M. 

Si  l'on  a  &)->  "  "•  '  1  il  est  des  points  M  sur  la  surface  a  tels  que 

si  l'on  s'éloigne  de  l'un  de  ces  points  en  pénétrant  à  V intérieur  du 
volume  w,  on  ne  rencontre  pas  de  masse  fluide  plus  dense  que  celle 
qui  se  trouvait  au  point  M. 

Appliquons  celte  proposition  à  une  surface  entourant  la  surface 
limite  du  fluide  et  infiniment  voisine  de  celle-ci;  nous  en  conclurons 
qu'une  niasse  fluide  terminée  par  une  surface  libre  ne  peut  pos- 
séder la  stabilité  séculaire  si  l'on  a 

■^     vs> 

.111  étant  la  masse  totale  du  fluide  et  \K'  son  volume. 

M.  Poincaré  avait  montré  (  '  )  que,  dans  ce  cas,  la  résultante  des 

(')  H.  Poincaré,  Bulletin  astronomique,  t.  II.  p.  117.  —  Tisserand,  Traite 
de   Mécanique  céleste,  t.  II,  p.  10S. 
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forces  intérieure,  extérieure  el  centrifuge  est,  en  certains  j x»i nts  de 
la  surface  limite  du  fluide,  dirigée  vers  l'extérieur;  il  en  avait  conclu 
que  la  masse  ne  pouvail  être  en  équilibre  stable;  noire  analyse  dé- 
montre un  intermédiaire  que  M.  Poincaré  regardail  comme  évident. 
Supposons  la  vitesse  angulaire  de  rotation  m  assez  faible  pour  que 
l'on  ail  assurément,  en  tout  point  de  la  masse  fluide, 

(92)  w-<2-/>. 

(  )n  aura  alors,  quelle  que  soit  la  surface  7, 

•>         ,    2Tt/"u. 

or  <"  — — 

w 

et  Ton  pourra  énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

Si  l'on  /rare,  dans  une  région  continue  de  la  masse  fluide,  une 
surface  fermée  m  tous  les  points  de  laquelle  la  densité  du  fluide 
ait  la  même  valeur,  en  tous  les  points  intérieurs  à  cette  sur  face  la 
densité  a  une  valeur  au  moins  égale  éi  relie  qu'elle  prend  sur  la 

sur/are. 

Si  une  sur/ace  fermée  sépare  deux  fluides  continus  différents,  le 
fluide  le  plus  dense  est  intérieur  et  la  surface. 

Ces  propositions  ont  toujours  été  regardées  comme  certaines  par 
les  auteurs  qui,  depuis  Clairaut,  ont  traité  de  la  ligure  des  planètes, 
bien  qu'elles  n'aient,  à  notre  connaissance,  reçu  aucune  démonstration. 
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Le   résulta  ut    de    trois    formes    ternaires    quadratiques; 
Par  M.   Paul  GORDAX. 


Soient  données  Irais  formes  ternaires 

/,     /»     /. 

et  ni,  a,p  leurs  degrés  dans  les  variables  a;;  le  résultant  \\  est  une 
fonction  entière  des  coefficients,  qui  a  les  degrés  /tp,  mp,  mit. 
Soient 

«ai,      u%  .      ax a% 

les  points  d'intersection  de  f,  et  /.,  ;  on  sait  que  le  résultant  I!  a  la 
valeur 

R  =/(«.)/(«.)  •■•/(«.,)■ 

Dans  cette  expression  de  R,  les  coefficienls  < le  f entrent  rationnel- 
lement; les  coefficients  de  /',  et  J\  y  figurent  implicitement  dans  les  x  : 
il  s'agit  de  la  transformer  de  manière  que  les  coefficients  de  /',  et  de  /_ 
paraissent  aussi  rationnellement. 

Pour  résoudre  cette  question,  je  me  sers  du  théorème  de  récipro- 
cité de  M.  Hermite. 

Je  commence  en  établissant  le  système  de  /et  en  formant  les  pro- 
duits symboliques 

P        P  P 
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qui  sont  les  covariants  et  invariants,  elc,  asyzygétiques  de  y,  qui  oui 
dans  les  coefficients  le  degré  np. 

Dans  ces  produits,  je  remplace  les  symboles  a,  b,  c,  ...  de  f  par 
les  coefficients  a,,  a»,  .  . .,  a,ip  et  les  variables  a?,  a  parles  variables  u,  x. 
Dans  les  produits,  qui  résultent,  je  permute  les  indices  i,  2,  ...,  np 
el  lais  l'addition.  De  cette  manière,  on  obtient  des  covariants,  inva- 
riants, etc.,  Q  simultanés  et  symétriques  des  formes  linéaires  a. 

Les  formes  P,  qui  ont  les  degrés  X  et  u.  dans  les  variables  x  el  u, 
vont  être  combinées  avec  les  formes  Q,  qui  ont  les  degrés  pi  et  X,  de 
manière  que  Ton  obtienne  des  invariants  U, 

U,,    u2,    ...,    uff. 

Le  résultant  H  peut  alors  être  représenté  par  un  agrégat, 

iï  =  c,r,  -+-  f2u2  + ...  +  caua, 

où  les  c  sont  des  coefficients  numériques. 

Les  produits  Q  sont  des  covariants,  invariants,  etc.,  simultanés 
(combinants  et  semicombinants) des  formes/,  et/.;  un  grand  nombre 
peuvent  être  remplacés  par  les  covariants,  invariants,  etc.,  de  la  forme 

v  =  i/xux  .  . .  wtt/i  . 
Dans  le  cas 

//  =  p  =  2         et         m  ^>.  3  ; 

ce  fait  a  lieu  pour  tous  les  Q  et  dans  le  cas 

n  =  p  =  2         et         m  =  2  ou  3, 

il  a  lieu  pour  tous  les  Q,  excepté  une  forme. 

Pour  calculer  les  coefficients  numériques  c,  on  peut  remplacer  les 
formes  /*,  f, ,  f2  par  des  formes  spéciales.  Il  est  avantageux  de  rem- 
placer la  forme/par  le  produit  de  m  formes  linéaires. 

Pour  donner  un  exemple  de  nos  procédés,  je  veux  calculer  de  cette 
manière  le  résultant  de  trois  formes  ternaires  quadratiques. 
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I.  —  Les  combinaisons  il'.  Q), 

Le  pésultanl  lî  des  formes 

/  =  al  =K=  'i  =  € .        /,  =  /■;.  =  /•;,..        f,  =  si  =  s-  , 

est  un  invariant  simultané  de  ces  formes,  qui  a  le  degré  ï  dans  leurs 
coefficients. 

Les  trois  formes  onl  les  systèmes 

/',         (  abu  )-  =  A,         t/'î  =  D, 
/,.         (#r1a)*=R,  >i=D, 

/,,  (**,«)«=  S,  s\  =  D3; 

il  faut  les  combiner. 

Soient 

u.x.      ua,,      ux,      llx 

les  points  d'intersection  dey,  et/,. 
I!  a  la  valeur 

(ï)  Il  =  (ilji'î  fl/fi  ; 

il  faut  le  transformer  pour  que  les  coefficients  de  /'.  /,.  /',  \  entrent 
rationnellement. 

Les  produits  symboliques  asyzygé tiques,  qui  sonl   invariants,  etc. 
de/et  qui  ont  le  degré  f  dans  ses  coefficients,  sonl 

P,  =  alblcldï,         P2  =  <  al  m  )-  <-~,tl\. 
V .  —  i  abu  r<  cdu  r.  P.,  =  {  abc  r  d*. 

On  en  déduil  les  formes  simultanées  symétriques  «les  quatre  formes 
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linéaires  «  : 

Ql  =  ?/a,  Ma.  "a,  "a  ) 

-t-(a,a3;E  f  irxux  -+-(y..2y...r  )-  u\  irx  h-  (a:ia..c  )2«^  «*  , 
Q3  =(a,  tx2  ./•  )- 1  a.,  a .,  ./■  )J  -+-  (ararr)2(a2  a,  x)2-h  (a, a  -,  .<•  )2(a2  a.,  v)-, 
( x).    =  (a2a3a,  >2Wa,  -+-(a,a3a,  )2tt^  +  (a,a2a.,)2«2,3  +  (a(a2aj)a«24. 

Gomme  le  résultant  esl  un  invariant  simultané  de  /"et  îles  formes  li- 
néaires oc,  il  est  un  agrégat  îles  combinaisons  des  P  et  Q, 

(a)    R  =  c)(Pt,Q1)o)8  +  c2(P2,Q2)^-Hc3(P3,Qs)'-0  +  c<(P4,Q<)o.:!) 

les  c  5  sont  des  coefficients  numériques. 

Il  y  a  deux  opérations  à  exécuter  : 

i°  11  faut  transformer  les  Q,  pour  qu'ils  contiennent  les  coefficients 
de  /',  et/a  rationnellement; 

12"  11  faut  calculer  les  coefficients  numériques  c. 

II.  —  Transformation  des  0. 


Les  Q  sont  invariants,  covarianls,  etc.  (combinants)  de  f,  etf2;  ils 
peuvent  être  exprimés  en  fonctions  entières  des  formes  du  système 
simultané. 

Ce  système  a  entre  autres  formes  celles-ci  : 

(  rsu  )2  =  T,         si  =  D , ,         >i  =  D, , 
p  =  RS-T2,        ^=(TTa?)2, 
Il     D     D, 
T     D,     D2 
S     IX     D3 

Les  tonnes  p  et  [/.ont,  à  un  facteur  constant  près,  qui  peut  être  sup- 
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primé,  les  valeurs 

V  ==  ua  Ua  "xj'x.i  !x==<.),- 

La  dernière  formule  peu!  être  démontrée  par  le  fail  que  Q,  est  du 
degré  2  dans  les  variables  u  et  par  les  formules 

('•,   Q.)o.2=0,  (S,QÔ0,-2=0. 

La  forme  Q,  a  la  valeur 

Q.  =  ?*. 

«est  un  covarianl  simultané  des  formes  linéaires  a;  les  covariants  et 
invariants  de  p  le  sont  aussi.  (Ve,  ./•)'-//;  «;  est  un  agrégat  de  Q,  et 
Q4«*,  et (çv,xy  est,  à  un  facteur  constant  près,  Qs. 

Il  est  donc  permis  de  remplacer  dans  la  formule  <  2  )  les  formes  Q 

par 

p2,      (  ré,./-  )'- ir,  //; .      (  iv,  x  )'.      u.. 


remplaçant  chacune  d'elles  par  un  produit  symbolique  équivalent,  la 
valeur  de  R  devient 

/  -  /    /\\v    -^V 

(3)   R  =  c((aa62)2  -hc2\abvvj  /r  lr-^  r.,\  ab\\\)  \cdvvj    +cJiAal_. 

Voilà  une  formule  dans  laquelle  les  coefficients  de  toutes  les  trois 
formes  entrent  rationnellement. 

Il  reste  à  calculer  les  coefficients  numériques  c,  en  introduisant  poui 
/'.  /', .  f2  des  formes  spéciales. 

Pour  trouver  c,,  c2,  c3,  nous  choisissons  pour/  le  produit  de  deux 
facteurs  linéaires,  et  pour  trouver  >-.  nous  prenons  pour/"  la  forme 
/•;  -+-  \gl  et  pour  /',  et  /.,  des  formes  dont  les  invariants  satisfont  aux 
relations 

D  =  D:i=i,         D,  =  D2  =  o. 
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III.  —  Calcul  de  c1}  c„  c3. 
En  posant  /  =  pxqx,  on  a  A  =  —  -Apqu  )s,  A  =  o, 

pl'i'l  =  <-\(p:q:Y-  —  ï'-A.pqir,)   pvqvpViq„t  +jCi\pqvvi)  , 

el  en  comparant  les  coefficients  des  termes plqlt{plpt.tq\qv)t  (pi  q't^  '■ 

|cs  =  i,         c2+  2c:l=o,         c,  +  c2  •+-  |  c3  =  o, 
r3=2,  c2  =  — 4,  c,  =  r. 

La  formule  (3)  devient 
(4)     \\  =  (<i;,lr)- —  yab<,-<,\)  cld';t-h  2\abw,)   \cdvv,)   -h-c^Aa*. 


IV.  —  Calcul  de  ck. 
/=;•;+  Agi,         D  =  D,=  i,         D,  =  D2  =  o. 
En  comparant  le  coefficient  de  \,  on  a 


(5) 


o  =  r~vg~v .  /•,:  /■,"„  —  2  \  iv ,  r 


g)  <,'i,-2('''',R)2':ï"l 


+  i(yv^y\vv,rg)   +{c^;; 


qous  voulons  calculer  les  valeurs  de  ces  produits  symboliques.  Partant 
des  formules  générales 

3(RR( .'  )=  =  i  Dr,         3(RTa;)2  =  3  D,  r  H-  Ds, 

3(SS,  x)s  =  ,',D:1.9,         3(STa;)2  =  D:ir  +  3D2.v, 

D,/-  +  D,*  =  KRSa?)2  +  (TT.a?)2,         (TT,  xY  =  g} 

Il     D      D,  I 
v  =  US  -T%         a  =      T     D,     D,    , 
S     D2     D,  I 


LE    RESULTANT    PE     TROIS     FORMES    TERNAIRES    QUADRATIQUES.        20 1 

on  trouve  dans  notre»  cas 

/■■  =  r'î=4=  s]  =  o,  <j.  =  -ï\ 

dii;,,r:    ;,-.       {\\T,y  =  is,       (ST*-)2     \r. 

ss,,-,2^  >,      (i\s.i-y  =  -  ■>:■, 

(  » /•■/)-  =  —  ;.s,       ^u  =  ".       a's  =  <>,       g-i     —7,       #£  =  7, 

(TT,T,)2=-i,         (^„)*=_§T, 

"v^  =?iR('s  +  sSt>,7.—  Tp.J    I    (g-«p)2,  /•;■/;='>.  .v;  /■;        'li. 

-"","=  —  r8T,         /--^2  =  i,         r2o-2=o,         /-,J /■,"',  (t'r,.')-      ;  s. 
/■;-;(lv..--r  =  --^/-.  (rn./-)2(rS./-)-=:  -  ^r.S, 

'■"''"■■,  '  l'l"i''.-  '    =  —  77'  /\2,<<.v,Pi)a=  —  ~, 

<>v,  R)H  tv,/--  )  =  —  ti-. 
En  introduisant  ers  valeurs  dans  la  formule  (5  l,  on  trouve 

°  =  7ï-i-r.  -7r  +  ir-.c»i         C.  =  H> 
et  la  formule  (4)  devient 

(6)      15  =  (cr.fr  )J  —  ',  ( \r,n/>  I    a2  //,;  -i-  i  (  iv,  aèj    (ee^v/)    -|-i|Àa2. 
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Sur  les  périodes-    des    intégrales  doubles    et  le   développement 
de  la  fonction,  perturbatrice  ; 

Par  M.  H.  POINCARÉ. 


Introduction. 

Soient  u  et  iï  les  anomalies  excentriques  de  deux  astres  et  D  leur 
distance.  Le  carré  D2  est  un  polynôme  entier  par  rapport  aux  lignes 
trigonométriques  de  u  et  de  u  . 

La  partie  principale  de  la  fonction  perturbatrice  est  précisément  i- 

Elle  peut  se  développer  soit  suivant  les  cosinus  et  sinus  des  anomalies 
moyennes,  soit  suivant  ceux  des  anomalies  excentriques. 

Le  premier  développement  est  le  plus  employé  et  le  plus  utile  ; 
néanmoins  il  peut  y  avoir  quelque  intérêt  à  étudier  les  propriétés  du 
second  pour  plusieurs  raisons  : 

i°  Quand  les  deux  excentricités  sont  nulles,  les  deux  développe- 
ments se  confondent,  quelle  que  soit  d'ailleurs  l'inclinaison. 

20  Hansen  s'est  servi  de  développements  procédant  suivant  l'ano- 
malie moyenne  d'une  des  planètes  et  l'anomalie  excentrique  de 
l'autre. 

3°  Enfin  la  connaissance  des  propriétés  du  second  développement, 
qui  sont  plus  simples,  peut  nous  guider  dans  l'étude  du  premier  déve- 
loppement. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  carré  D-  est  un  polynôme  du  second  degré  pai 
rapport  à  cos  w,  sin  u,  cos  u',  sin  u' . 

Joum.  de  Math.  (5e  série),  lome  III.  —  Pasc.  III,  1897.  27 
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Si  nous  posons 

e'tt  =  x,  e'u  =  y, 

D3  sera  un  polynôme  du  deuxième  degré  en  x,  -> y,  -  et  x2y2D2  sera 
un  polynôme  entier  en  x,y,  soit 

ïyD2=F(x,y), 

d'où 

_i   _  xy 
D        y/F 

Nous  sommes  donc  conduits  à  développer  —  suivant  les  puissances 

positives  et  négatives  de  x  et  de  y. 

Je  traiterai  la  question  pour  un  polynôme  F  quelconque.  Pour  que 
le  développement  soit  possible  et  valable  pour 

1*1  =  '»  ljl=I> 

il  faut  d'abord  que  F  ne  s'annule  pour  aucun  des  systèmes  de  valeurs 
de  x  et  de  y  dont  le  module  est  égal  à  i . 

Sans  cela,  l'expression  —  devenant  infinie  ne  pourrait  plus  être 

développée  par  la  formule  de  Fourier. 

Il  faut  ensuite  que  le  radical  y/F  revienne  à  sa  valeur  primitive 
quand  l'argument  de  x  augmente  de  27t,.de  telle  façon  que  la 
variable  x  décrive  la  circonférence  tout  entière  du  cercle 


Regardons  y  comme  une  constante;  le  polynôme  F,  considéré  alors 
comme  fonction  de  x  seulement,  a  un  certain  nombre  de  zéros.  Il  faut 
que  le  nombre  de  ces  zéros,  qui  sont  à  l'intérieur  du  cercle  \x\  =  i, 
soit  pair.  Cela  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  y  dont  le 
module  est  égal  à  i . 

Mais  il  suffit  que  cela  ait  lieu  pour  y  =  i  ;  en  effet,  faisons  décrire 
au  point  y  le  cercle  \y\  =  i  tout  entier;  le  nombre  des  racines  de 
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l'équation  F  =  o,  qui  sont  à  l'intérieur  du  cercle  |  x  |  =  i ,  demeurera 
constant.  En  effet,  il  ne  pourrait  changer  que  si  une  des  racines  venail 
sur  la  circonférence  |a;|  =  i.  Or,  cela  n'esl  pas  possible,  car  nous 
avons  supposé  plus  haut  que  F  ne  pouvait  s'annuler  pour  \x\  =i, 

M  =  >- 

Nous  supposerons  donc  que,  pour  y  =;  i ,  l'équation  F  =  o  a  un 
nombre  pair  de  racines  à  l'intérieur  du  cercle  \x\  =  i. 

Il  faut  enfin  que  le  radical  \f¥  revienne  à  sa  valeur  primitive  quand 
l'argument  dey  augmente  de  2ir. 

Nous  supposerons  donc  encore  que,  pour  x  =  i,  l'équation  F  =  o 
(où y  est  regardée  comme  l'inconnue)  a  un  nombre  pair  de  racines  à 
l'intérieur  du  cercle  \y\  t=  i. 

Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes. 


Relations  de  récurrence  entre  les  coefficients. 


Nous  aurons  donc  le  développement  de  —  sous  la  forme 


il  =  2A-*V 


et  le  coefficient  Xab  sera  donné  par  la  formule 

'  il.rdv  x~a~K  V" 


A„*  — 


—  i     r    rdxdyx-a- 

^ J  J     vTOr 


L'intégrale  double  doit  être  prise  le  long  des  deux  cercles 

I*  I  =  ».      \y  I  =  »• 

Les  coefficients  Aai  sont  en  général  des  fonctions  transcendantes  des 
coefficients  de  F,  mais  nous  allons  voir  qu'il  y  a  entre  les  A^  des  nia 
tions  de  récurrence  de  telle  façon  qu'il  ne  reste  qu'un  nombre  fini  de 
transcendantes  distinctes. 

Pour  simplifier,  je  me  bornerai  d'abord  au  cas  où  a  + 1  et  b  -+- 1 
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sont  négatifs,  de  telle  façon  que  le  numérateur  de  la  quantité  sous  le 
signe// 


ar—y*- 


soit  un  polynôme  entier.  Nous  verrons  plus  loin  que  les  autres  cas  se 
ramènent  aisément  à  celui-là.  S'il  y  a  entre  les  Aaj(a  +  i<o, 
i  +  i<o)  une  relation  linéaire,  cette  relation  s'écrira 


// 


II  dxdy 


H  étant  un  polynôme  entier.  Nous  avons  donc  à  rechercher  quelles 
sont  les  relations  de  la  forme  (i). 

On  peut  en  trouver  de  la  manière  suivante  :  soit  P  un  polynôme 
quelconque;  on  aura  évidemment 

00  ff±(Pffî*cdy  =  o, 

car,  en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  x,  on  trouve  zéro,  puisque 
P  yF  reprend  la  même  valeur  quand,  x  ayant  décrit  toute  la  circonfé- 
rence |  a;  |  =  i ,  son  argument  augmente  de  2ît. 

D'ailleurs  toutes  les  périodes  de  l'intégrale  double  (2)  seront  nulles. 

La  relation  (1)  sera  donc  satisfaite  quand  on  aura 

dx  2  dx 

De  même  si  Q  est  un  polynôme  quelconque,  on  aura 

ff^(Q\^)dxdy, 
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de  sorte  que  la  relation  (i)  sera  encore  satisfaite  quand  on  aura 

'''  2  «y 

Si  P  et  Q  sont  deux  polynômes  quelconques,  on  aura  encore 

//■[=ç(QvP)-S=(QVP)J**=oi 

mais  ce  cas  se  ramène  au  précédent,  car  on  a  évidemment 

s!(QVF)-fs(QVF)  =  £(Q£VF)-rf4(QfvF> 

Premier  cas. 
Le  polynôme  F  est  homogène  et  de  degré  m  en  a;  et  en  y;  L'équation 

F  =  o 
n'a  pas  de  racine  double. 

Nous  supposerons  également  que  le  polynôme  H  est  homogène  el 
de  degré  q. 

Je  dis  alors  que  si  le  degré  q  est  suffisamment  élevé,  on  pourra 
trouver  deux  polynômes  P  et  Q  tels  que 

,  o  -,  t  1  rfP  p        1  rfFp       dQ  „        1  d¥  ç. 

dx  2  dx  dy  1  dy  ^' 

et  par  conséquent  que  l'on  aura  toujours 

■Udxdy 


I     *   11  six  ay 
J  J    _^=°- 


Il  est  clair  que,  si  les  polynômes  P  et  Q  sont  homogènes  de  degré  p, 
on  aura 

q  =  m  -+-  p  —  1 , 
ce  qui  exige  déjà 

y     m  —  1. 
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Maintenant,  pour  déterminer  les  polynômes  P  et  Q,  je  vais  opérer 
de  la  façon  suivante  :  Je  déterminerai  d'abord  deux  polynômes  A  et 
B,  homogènes  et  de  degré  /?,  par  la  relation 

(4)  H  =  Ag  +  B|. 

Le  polynôme  H  contient  q  -+- 1  coefficients;  en  identifiant  les  deux 
membres  de  l'équation  (4),  nous  trouverons  donc  q  -+- 1  équations 
linéaires  auxquelles  les  coefficients  de  A  et  de  B  devront  satisfaire. 

Le  polynôme  A  contient  p  -+- 1  coefficients  de  même  que  B  ;  nous 
avons  donc  ip  ■+-  2  inconnues. 

Si  donc 

q<^2.p-hi,  d'où  q^>im  —  3, 

nous  aurons  plus  d'inconnues  que  d'équations. 
Si 

q—ip-{-\,  d'où  q  =  im  —  3, 

nous  aurons  autant  d'équations  que  d'inconnues. 
Si  enfin 

q~^>ip-\-\,         d'où         y<2m-3, 

nous  aurons  plus  d'équations  que  d'inconnues. 

Je  dis  que  si  q^Lim  —  3,  on  pourra  satisfaire  à  la  relation  (  \  ).  lui 
effet,  nous  avons  supposé  que  l'équation  F  =  o  n'avait  pas  de  racine 

double;  il  en  résulte  que  -7-  et  -^-  ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois  (sauf 

bien  entendu  pour  x  =y  =  o). 
Supposons  d'abord 

q  =  2 m  —  3,  d'où  q  =  2 p  -+-  1 ,  p  =  m  —  2. 

Nous  avons  alors  autant  d'équations  que  d'inconnues;  nous  pour- 
rons donc  y  satisfaire,  pourvu  que  le  déterminant  de  ces  équations 
linéaires  ne  soit  pas  nul. 

Mais  si  ce  déterminant  était  nul,  on  pourrait  trouver  deux  poly- 
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nomes  C  et  D,  homogènes  de  degré/?,  tels  que 

C  -r-  -l-D-7-  =  o. 

dx  dy 

j^,  divisant  le  produit  D  ^-  et  étant  premier  avec^  >  divisera  D. 

Mais  cela  est  absurde,  puisque  D  est  de  degré  p  =  m  —  2  et -7-  de 
degré  m  —  1 . 

Donc  le  déterminant  n'est  pas  nul. 

Donc  on  pourra  satisfaire  à  nos  équations  et  par  conséquent  à  la 
relation  (4). 

Soit  maintenant  y>2m  —  3;  alors  H  pourra  se  mettre  d'une  infi- 
nité de  manières  sous  la  forme 

H=  C,H,  +  C2H2, 

H,  et  IL  étant  deux  polynômes  homogènes  de  degré  im  —  3,  C,  et 
C2  deux  polynômes  homogènes  de  degré  q  —  2m  -+-  3. 

Alors  H,  et  rL  pourront  se  mettre  sous  la  forme  (4),  de  sorte  que 


ir           i     dF        D   d¥ 

II,  =  A, -7-  -+-  Bf-f- 

'               1 1 .                dy 

11           1     dF        ï-,    dF 

H,=  A,  ~r  -h  B)T- 

-  f/.r           -  dy 

Il  vient  alors 

H  = 

(C1A14-C,A,)5-+-(CIB1 

dx        V     '     '  -     -J  dy 

de  sorte  que  H  est  mis  aussi  sous  la  forme  (4)- 

Si  enfin  q  <  im  —  3,  tous  les  polynômes  H  ne  peuvent  pas  être  mis 
-mis  la  forme  (4),  puisque  le  nombre  des  équations  est  plus  grand 
que  celui  des  inconnues. 

Il  y  a  q  +  1  polynômes  II  de  degré  q  linéairement  indépendants. 
Sur  ces  q  -t-  1  polynômes,  il  y  en  aura  au  plus  2/j  -1-  2  =  2  m  +  \  y 
que  l'on  pourra  mettre  sous  la  forme  (4)- 

Je  dis  qu'il  y  en  aura  précisément  zp  —  2  ;  le  contraire  ne  pourrait 
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arriver  en  effet  que  si  un  de  ces  polynômes  pouvait  être  mis  sous  la 
forme  (4)  de  deux  manières  différentes.  Cela  entraînerait  une  égalité 
de  la  forme 

n  dF        ^  dF 
ax  dr 

Or,  nous  avons  vu  qu'une  pareille  égalité  est  impossible,  si  le 
degré  p  de  C  et  de  D  est  inférieur  à  m  —  i . 

Donc,  si  q  <  2 m  —  3,  il  y  aura  2  m  —  r\  —  q  polynômes  H  de  degré  q, 
linéairement  indépendants,  que  l'on  pourra  mettre  sous  la  forme  (4). 

Combien  y  a-t-il  alors,  parmi  les  polynômes  de  tous  les  degrés,  de 
polynômes  H  non  susceptibles  d'être  mis  sous  la  forme  (4),  linéaire- 
ment indépendants  entre  eux  et  indépendants  également  de  ceux  qui 
sont  susceptibles  d'être  mis  sous  la  forme  (4)? 

D'abord  tous  les  polynômes  de  degré  im  —  3  ou  de  degré  supérieur 
pouvant  se  mettre  sous  la  forme  (4),  il  nous  reste  ' 

(2m  —  3)(/»  —  r) 

polynômes  de  degré  inférieur  à  21»,  —  3. 
Parmi  ceux-là,  il  y  en  a 

2ZO+1) 

qui  peuvent  être  mis  sous  la  forme  (4).  Sous  le  signe  2  le  nombre  p 
varie  de  o  à  m  —  3. 
Donc 

2-(p  +  1)  =  (ni  —  2)  (m  —  1). 

Il  reste  donc  (m  —  1)2  polynômes  qui  ne  peuvent  pas  être  mis  sous 
la  forme  (4). 

Passage  de  la  forme  (4)  à  la  forme  (3). 

Supposons  donc  que  II  ait  été  mis  sous  la  forme  (4),  il  s'agit  de  le 
mettre  sous  la  forme  (3). 

Pour  cela,  remarquons  que  l'on  a 

n?  d¥  dF 

m  b  =  x-, — hy-r- 

dx        y   a  y 
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L'équation  (  3  )  devient  donc 

.H=£[ip+ii(£+£)U£riQ+£(£. 

i/.r  |    2  ///  '   </r  </r    'J  rfy  |    !     v  m  \  d.T 

Si  donc  nous  posons 


'A' 

777- 


dii  de\  i'a  avoir 
I  5  ) 


,.        dP        rf(  » 


.        P       .;■/. 

A  =  -  -i , 


I! 


Q      rz 


A  et  I!  sont  connus,  il  faul  déterminer  Z,  P  et  Q. 

Diflërentions  la  première  des  équations  (5)  par   rapport  à  x,    la 
seconde  par  rapport  à  y  et  ajoutons,  il  viendra 

d\      c?b      z      az       j  /   az         rfZ  , 

-, J-  -7-  =  -  H 1 [X-j h  Y  j-  )  • 

11.1  ilv  2  m  m  \      ax         *'    tir  ' 

Mais,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes,  on  a 

r/Z  il/.       ,  ,„ 

On  a  donc 

ll\  f/B  ry     /   I  P    +    I 

-j-   -t-  3-  =  Z      -   +  ' 

ax         il  y  \1  ni 

ce  qui  donne  Z;  Z  étant  connu,  les  équations  (5)  donneront  immé- 
diatement P  et  Q. 

Si  donc  un  polynôme  II  peut  être  mis  sous  la  forme  1  \  >.  il  peut 
également  être  mis  sous  la  forme  (3),  de  sorte  que  l'on  a 


Ç  ÇWdxdv  _ 
J  J      \l 


Une  question  subsidiaire  se  pose  :  un  polynôme  homogène  il  peut- 
il  être  mis  de  plusieurs   manières  sous  la  forme  (3)?  En  d'autres 
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tenues,  peut-on   trouver  deux  polynômes  homogènes    l*  et   Q,   tels 
que 

(G)  iL(PVF)  +  £(Qi/F)  =  o. 

L'équation  (6)  admet  une  solution  évidente.  Soit  S  un  polynôme 
homogène  de  degré 

/>  +  J  —  m  =  g  ■+■  i  —  a  m . 
Il  est  clair  que  l'équation  (6)  sera  satisfaite  si  l'on  fait 

Pv/F  =  ^(SF!);         QVF^-^SF), 

c'est-à-dire 

P  =      F-j-  h-  -S-t-> 

dy        i     dy 

Qt-.  dS         3  o  dF 
=  -Ft-  +  -Sj- 
dx  1      de 

Cette  solution  n'existe  que  si 

p^.m  —  i,         d'où         q  ■■'■mi—  i>. 

Je  dis  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autre. 

Si,  en  effet,  P  et  Q  satisfont  à  l'équation  (6),  c'est  qui' 

Qfîdx  -P  \jFdy  =  HT 


est  une  différentielle  exacte. 
Posons  donc 

v  ^  dx  *  dy 

T  ayant  pour  dérivées  des  fonctions  homogènes,  devra  être  elle-même 
une  fonction  homogène  (à  une  constante  près,  que  je  puis  supposer 
nulle). 
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La  f (ion  homogène  T  sera  d'ailleurs  de  degré  p  -+-  —  -+-  i  ■  d'où 

ai  2 

/  .     "'  \  -r  ^T  d'V  r.       .  _.      , 

[P+  T  +  i)T  =  .^  -  rf7-  =  N  F  (<),;  -  Pj). 

Ainsi  T  esl  égal  à  \  F  multiplié  par  un  polynôme  entier  Qx  —  Pj. 
Pour  montrer  nue 

T  =  SF-\ 

il  où 

Or-  Pj  =  SF, 

il  sulïii  de  faire  voie  que  <  ).r  —  l'r  est  divisible  par  F.  En  effet,  on  a 


ou 


(/^v  +  O^Ni-"=^p^(Q--Pr)^v/F^(Q--P/), 


/'  +  7  +  '  )  QF  =  ï  £(Q*  - T»  +  F£ (Q*  -  Pr), 

ce  qui  montre  que  F  divise  le  produit  -r-(Qa;  —  P.>')-  Comme  l'équa- 
tion F  =  o  n  a  pas  de  racine  double,  F  esl  premier  avec  -=-■  Donc  F 
1  '  dx 

divise  Qx  —  P  y.  c.  n.   f.  d. 

Exposants  négatifs. 

Nous  avons  vu  que  le  coefficient  de  x"y6  étail  donné  par  l'intégrale 

double 


—  ï    /'  /  '  dx  dy  .'     '    '  i 

4~J   J  J  y    Ftx,  Y) 


V'1'(J7,J) 

Jusqu  ici  nous  avons  supposé  que  a  4-  ï  et  h  -f-  ï  étaienl  négatifs,  di 
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telle  façon  qu'au  numérateur  de  la  fonction  sous  le  signe  /  /  >  les  expo- 
sants de  x  el  de  y  soient  positifs. 

Ne  nous  imposons  plus  cette  restriction. 

Il  est  clair  d'abord  que  le  cas  où  un  de  ces  exposants  est  négatif,  et 
celui  où  ils  le  sont  tous  les  deux,  se  ramène  aisément  à  celui  où  ils  sont 
tous  deux  positifs.  Supposons  par  exemple  que 

a  -+-  i  >  o,  b  -+-  i  <  o; 

nous  poserons 

i 

x' 
d'où 

1  \a  >.)  ;  —  — -^jtt, — ' 

K,(.'.r)  étant  un  polynôme  entier  en  x'  et  y,  l'intégrale  devient 
alors 

—  I    Ç  Çd.r'dy      j  +«  1 1       b_ , 

et  l'on  voit  que  les  exposants  de  x'  el  dey  sont  positifs,  au  moins  si 

On  doit  donc  s'attendre  à  retrouver  une  théorie  analogue  à  celle  qui 
précède. 

Mais  il  vaut  mieux  la  refaire  directement. 
11  s'agit  de  trouver  les  relations  de  la  forme 

...  r  rWd.viiy 

(ito)  jj-^wz  =  0> 

où  II  n'est  plus  un  polynôme  entier  en*  et  y,  mais  un  polynôme  entier 

en  ',  r,  -  et  -.  ou,  si  l'on  «préfère,  un  polynôme  entier  en  x  el  y, 
divisé'  par  une  puissance  de  x  et  par  une  puissance  de  v.  Nous  aurons 
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si  1*  ri  (  )  son i  di 's  polynômes  entiers  en  x,  y,  —  »  -• 

i     .  ,.    r 

Il  s 'au  il  donc  de  voir  si  l'on  peut  aie  tire  11  sous  la  forme 

(  3  A/.O  ll  =  -rl'+-7-l'  +  -^l'  +  --r(), 

ou  encore  sous  la  forme 

(4&«)  H  =  A^  +  B^, 

A  et   li  étant,  comme  II,  P  et  Q  des  polynômes  entiers  en  ./•,   v, 

i        i 
-  et-- 

'■       » 

Nous  continuerons  à  supposer  que  F,  II,  1',  Q,  A,  15  sonl  homo- 
gènes en  r  et  y  et  que  l'équation  F  =  o  n'a  pas  de  racine  double. 
Nous  polirions  alors  écrire 

11  =  11,./*^, 

a  et  Ji  étant  (\r>  entiers  positifs  ou  négatifs  et  H,  un  polynôme  entier 
en  x  e!  y. 

Si  alors  on  peut  mettre  II,  sous  la  forme  i  i  >. 

dx  dy 

(ce  qui  arrivera   toujours  si   le  degré  de  II,  n'est  pas  plus  petit  que 
2/h  —  3  ),  on  pourra  mettre  II  sous  la  forme  (  \  bis  ) 

Il  \,  .r\v>  ;J''   +   B.^/P^- 

Mais  il  est  aise  de  comprendre  qu'un  polynôme  II  quelconque  peut 
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toujours  se  mettre  sous  la  Forme 

II,.  r*yï, 

le  dcarc  de  II,  étant  au  moins  égal  à  im —  \.  Car  ou  peut,  sans 
changer  II.  multiplier  H,  par  .r!i  (  u.  étant  arbitraire),  à  condition  de 
changer  y.  en  a  —  a. 

D'où  cette  conséquence  : 

f  ii  polynôme  1 1  quelconque  peut  toujours  se  mettre  sous  Ut  forme 
t  i  6m). 

Comment  maintenant  passer  de  la  forme  ('(  bis)  à  la  forme  (3  bis  ); 
un  calcul  tout  à  fait  analogue  à  celui  qui  précède  montrerait  que  A, 
I),  P  cl  Q  sont  liés  par  les  équations 


(  ')  6m) 


On  en  déduirait 


ilV        (/(  ) 

dx-         il  y 

P  rZ 


z  - 
A 

2  //( 


'    k  =  Z 


De  relie  équation,  on  tirera  Z  et,  par  conséquent,  P  et  Q,  à  inoins 
que 

(7)  -  +  ' =0. 

Cela  montre  que,  si  l'égalité  (  ;  )  n'a  pas  lieu,  le  polynôme  II  peut  se 
mettre  sous  la  forme  (3  6m)  et,  par  conséquent,  que  la  relation  (  i  6m) 
a  lieu. 

D'où  cette  conséquence  :  le  coefficient  de  x"yb  dans  le  développe- 
ment est  nul,  à  moins  que  l'on  n'ait 

i        /'  -t- 1 

_   _i_  L —  r\ 
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Mais 

ij  =  m  -+-  p  —  i  =  —  a  —  b  —  i . 

La  relation  (7)  peut  donc  s'écrire 

a  +  b= 


Le  développement  de  —  ne  contiendra  donc  que  des  termes  tels  que 
\  I" 

la  somme  a  ■+■  />  soii  égale  a 

Ce  résultai  étail  évident  d'avance  ;  c'est  une  conséquence  immédiate 
de  I'Ikmik ni"<'*ii''"i t<>  de  la  fonction  -=• 

Mais  nous  n'avons  pas  à  regretter  de  l'avoir  retrouvé  par  une  voie 
détournée;  caries  équations  intermédiaires  que  nous  avons  obtenues 
chemin  faisant  nous  seront  nécessaires  dans  la  suite. 

Mais  poursuivons  el  supposons  que  la  relation  (7)  ait  lieu. 

Alors  les  équations  (  "i  bis)  entraîneront 

dk       d\>> 
(8)  7Û  +  7Û=°- 

Ainsi,  pour  que  II  puisse  se  mettre  sous  la  forme  (3  bis),  il  ne  suffit 
plus  qu  il  puisse  se  mettre  sous  la  forme  (4  bis),  il  faut  encore  que  la 
relation  (8  )  ait  lieu. 

(  lette  condition  est  d'ailleurs  suffisante.  Car  alors,  en  faisant 

P  =  ?.A,         Q  =  aB,         d'où         Z  =  o, 

mi  satisfait  aux  équations  (  5  bis).  J'ajoute  même  qu'on  peut  satisfaire 

;i  ces  équations  I  5  bis  1  d'une  infinité  de  manières,  car  la  fonction  /. 

peul  être  choisie  arbitrairement. 

Nous  soin  mes  donc  amenés  à  nous  poser  la  question  suivante  : 
Peut-on  mettre  II  sous  la  forme  1  \  bis)  cl  cela  de  telle  façon  que 

la  relation  1  8  1  ail  lieu  ? 
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I.a  relation  (8)  montre  que 

Bdx-Ady  =  dU 

est  une  différentielle  exacte;  on  aura  donc 

p       dlJ  a  ^l 

,l.r  dy 

cl  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes 

mt  riU  <IV         n  . 

I    est  donc  un  polynôme  en  x,  r,  -  et  -;  il  est  homogène  et  de  degré 

x       y 

p  -+-  i  en  x  ci  y. 

L'équation  (  \  bis)  devient  alors 

H_  dF  dV  _  dF  dU 

{V)  d.r  dy         dy  dx ' 

et  nous  avons  à  rechercher  si  Ton  peut  mettre  11  sous  la  forme  I  g  ). 
Soil 

V  =  \x    \Y-\ 

V  étant  un  polynôme  entier  et  homogène  d'ordre  //  en  x  et  en  y,  a  et 
jï  étant  deux  entiers  positifs;  on  devra  donc  avoir 

Quanl  à  II,  il  sera  de  la  forme 

(10)  11  =  Rx-*-'y  P-f, 

li  étant  un  polynôme  entier  en  ./•  etjy,  homogène  de  degré  //  4-  m. 

Le  [>ol\  nome  II  comprend  h  -+-  m  +  1  coefficients  el  le  polj  nome  l 
n'en  contient  que  h  +  1. 

Quand  nous  voudrons  mettre  II  sous  la  forme  (9)  nous  n'aurons 
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(loue  que  //  -+-  1  inconnues  pour  satisfaire  à  h  m-\-i  équations 
linéaires. 

Des  A  -+-  m  +  1  polynômes  II  de  la  forme  (10)  qui  sonl  linéairemenl 
indépendants,  il  \  en  aura  au  plus  h  -+-  1  que  l'on  pourra  mettre  sous 
la  forme  (9). 

Je  ilis  qu'il  \  en  aura  précisément  h-hi  •  le  contraire  ne  pourrail 
arriver  en  effel  que  si  un  de  ces  polynômes  pouvait  se  uiettre  de  deux 
manières  différentes  sous  la  forme  (9)  : 

H  —  —  —  —  —  —  —  —  -  —  — 

dx  dy         ci    dx        dx   /h  dy  dx 

d'où 

,/l-  d{\5  —  V)        r/F  rf(U  — U') 


dy  dx  dx  dy 

Cette  équation  exprime  que  L  —  L'est  fonction  de  F.  Mais  1*"  est 
homogène  de  degré  m  et  U  —  U'  homogène  de  degré 

m 
p  +  i  =  -_. 

<  )n  devrait  donc  avoir 

u-U'=-L, 

V/F 

Cela  est  impossible  puisque  U  —  l.    doit  être  rationnel. 

Donc  cetle  circonstance  ne  pourra  se  présenter. 

Donc  il  y  aura  précisément  //  +  1  polynômes  indépendants  qu'on 
pourra  mettre  sous  la  forme  (  9  ). 

Il  y  en  aura  m  qui  ne  pourront  se  mettre  sous  cette  forme  et  qui 
seront  linéairement  indépendants  entre  eux  et  avec  ceux  qui  peuvent 
se  met  tre  sous  la  l'orme  (  g). 

Mais  le  nombre  h  peut  être  pris  aussi  grand  que  l'on  veut.  Nous 
arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante: 

Parmi  tous  les  polynômes  II.  en  nombre  inûni,  il  n'\  en  a  que  m 
qui  ne  peuvenl  se  mettre  sous  la  forme  1  9  |  el  qui  soient  linéairemenl 
indépendants  entre  eux  e1  avec  ceux  qui  peuvenl  se  mettre  sous  la 
forme  (  <)  ). 

Journ.  de  Math.  (5>  série),  tome  lit.  --  Kasc.  III.  1897  L>'' 
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Ou  bien  encore  : 

Les  coefficients  du  développement  de -7=  sont  des  fonctions  ira  11  s- 

cendantes  des  coefficients  de  F.  Mais  toutes  ces  transcendantes  ae 
sont  pas  distinctes  entre  elles.  Il  y  a  en  tout  seulement»?  transcen- 
dantes distinctes. 

Deuxième  cas;  cas  général. 

Supposons  que  F  soit  un  polynôme  entier  de  degré  m,  non  homo- 
gène en  x  et  en  y. 
Nous  écrirons 

F  =  F;„+F,„_1+...+  F0 

en  désignant  par  FA.  l'ensemble  des  termes  homogènes  et  d'ordre  k 
en  x  et  en  y. 

Nous  supposerons  que  l'équation  F,„  =  o  n'a  pas  de  racine  multiple. 
Nous  ne  supposerons  plus,  sauf  avis  contraire,  que  les  polynômes  II. 
P,  Q,  etc.  sont  homogènes. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  relations  de  la  forme  (1)  ou  (1  bis);  je 
■s  ais  commencer  par  étudier  exclusivement  les  relations  de  la  forme  (1  ). 
Je  supposerai  donc  que  H,  P  et  Q  sont  des  polynômes  entiers  (bomo- 
gènes ou  non)  en  x  et  y\  je  me  propose  de  chercher  quels  sont  les 
polynômes  H  qui  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  (3). 

Soit  q  le  degré  de  II  :  écrivons 

H  =  H?+H,_<-r-...  +  H0, 

HA  représentant  l'ensemble  des  termes  bomogènes  et  d'ordre  k. 

Comme  \\q  et  F„,  sont  bomogènes,  comme  F,„  =  o  n'a  pas  de  racine 
multiple,  nous  pourrons  toujours  trouver  deux  polynômes  P/;  et  ()p 
bomogènes  d'ordre/?  =  q  —  m  +  1  et  tels  que 

H,  =  --.—  F„,  -4-  -       '"  P  .  +  — i*  F„,  h -~ Q„. 

'  (Le  i.    i/.r       '  dy  2     dy    ^p 

Cela  sera  toujours  possible,  comme  nous  l'avons  vu,  à  la  condition 
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que 

q  >  :im  —  !. 
Sdii  maintenant 

H''=  ^F  +  l-f-Vp+  '$■£¥  +  i  ÎQ_. 
</.r  2  aa;     ^        «y  •  aj  x/ 

Le  polynôme  II .'.  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  I  1  ),  ne  sera  plus 
homogène,  mais  il  sera  de  dégrève!  L'ensemble  des  termes  de  degré  y 
sera  précisément  II7.  de  sorte  que  le  polynôme  H  —  H'  scia  de 
degré  y  —  i . 

Ainsi,  si  y>2w  —  3,  on  pourra  regarder  II  comme  la  somme  de 
deux  polynômes,  l'un  susceptible  d'être  mis  sous  la  forme  (3),  et  l'autre 
de  degré  moindre. 

Le  degré  peut  être  ainsi  abaissé  jusqu'à  im  —  \.  Mais  il  n'y  a  que 

(  un  —  3)(/n  —  0 

polynômes  linéairement  indépendants  d'ordre  im  —  \. 

Il  y  aura  donc  au  plus  (2m  —  3)(/?2  —  1  )  polynômes  non  suscep- 
tibles d'être  mis  sous  la  forme  (3),  linéairement  indépendants  entre 
eux  et  de  ceux  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  (3). 

Mais  ce  nombre  peut  encore  être  abaissé. 

Soient  P"  et  Q"  deux  polynômes  quelconques  d'ordre  m  —  3  au 
plus,  et  soit 

dx  2  dx  (ly  2  dy  v 

Il  est  clair  que  H"  sera  d'ordre  im  —  \  au  plus. 

. .  (  m  —  2  )  (  m  —  1  )        ,  , .      ,  .,       . 

Dr  il    y  a  —  -  polynômes  d  ordre  m  —  3  ;   donc    non- 

2  l 

(m       2 )  ( m  —  0         1  i >      ,        ,      .1  1 

pounons   trouver  polynômes   l     ci   autant   de  poly- 

nômes Q. 

Nous  pourrons  donc  former  1  ///  -  m  ///  - -1  )  polynômes  II";  je 
dis  qu'ils  seront  linéairement  indépendants. 

S'ils  ne  l'étaient   pas,  en  effet,  c'est  qu'on  pourrait   trouver  deux 
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polynômes  P"  et  Q",  d'ordre  m  —  3  au  plus  et  lels  que 

,/P'V        '  dF  n„       dQ1'  i  dF  .-.„ 

dj  2  '/'  «y  ».  rfy  x 

Soitp  le  degré  de  celui  de  ces  deux  polynômes  dont  le  degré  est  !<■ 
plus  élevé;  nous  aurons 

p  =  m  —  3. 

Soient  P" ,  Q'  l'ensemble  des  termes  de  degré  p  de  P"  et  de  Q".  P"  et 
Ql  ne  pourront  être  identiquement  nuls  tous  les  deux. 
On  devrail  avoir 

/      \  dP"D  r-,  i   dF„,  ™         dQ".,  .-,  i   r/F,„  .-.„ 

(I2)        ni F»<  + 1  nïpP  +  -djF>»+ï  -#(^  =  °» 

ou  bien 

rfF„.       rfF„,  .  ,  .... 

loiiime  -j—  et  -3—  sont  premiers  entre  eux,  cela  ne  pourrait  avoir  lieu 

que  si 

p;,      x  (dv"p      dQ;\     .,.,,•••,,  dFm 

1 -—-  H — -p1-        était  divisible  par     — ; — > 

2  /?l  \  rfx  «y   /  i  (IV 

el 

iv>;       v  /Vp;,      r/<n\  ,.  ....  ,/f,„ 

h  —    — —-  H r1-  divisible  par     —, — 

2  ni  \  do-  dy    '  l  dx 

..    .     dF ,,,         dF ,.,    .  ,.       ,  i-    •  1  1 

Mais  —. —  et  — -=—  étant  d  ordre  ni  —  1  ne  peuvent  diviser  deux  poly- 
nômes d'ordre  plus  petit.  Donc  la  relation  (12  bis)  ne  pourrait  avoir 
lieu  que  si  l'on  avait 

P"P        x/dPp        dQ«p\o 
2  //(  \  dx  dy   I  ' 

2  m  \  d.r  dy  J 

En  différentiant  la  première  équation  par  rapport  à  x,  la  seconde 
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par  rapport  à  y,  et  ajoutant,  en  tenant  compte  du  théorème  des  fonc- 
tions homogènes,  on  imm e 

p  -+- 1\  i  (/l'J.       rfO 

=  o. 


'0 
d'où 


p;=q;=o, 


ce  qui  esl  impossible,  puisque  P"  el  Q"  ne  peuvenl  s'annuler  à  la  fois. 
Les  relations  (  1 1)  et  (12  1  sont  donc  impossibles. 
Les  (  m  —  2  )  {//1  —  1  )  polynômes  II    sonl  distincts. 
Il  va  tlunc  au  plus 

(  1  m  —  3  )  (  m  —  1)  —  (  m  —  ''■)(">  —  '  )  =  (  '"  —  1  r 

polynômes  II  qui  ne  peuvenl  être  mis  sous  la  forme  (  )  i  cl  qui  sonl 
indépendants  entre  eux  et  de  ceux  qui  sont  de  la  forme  (  3  ). 

Ce  nombre  peut-il  être  réduit  davantage? 

En  d'autres  termes,  existe-t-il  drs  polynômes  d'ordre  2.111—  \. 
autres  que  les  polynômes  H",  et  susceptibles  d'être  mi^  sous  la 
forme  1  3  >'.' 

Soit  H  un  de  ces  polynômes  <•(  soil 

)  ti       dP , .       1  'IV  ,.       </*  >  , ,       1  i/v 

il  r  !    il  r  il  y  2    (I  Y     * 

Soil  p  le  degré  de  V  el  de  Q;  on  devra  avoir 

p  >m  -  3, 

sans  quoi  II  sérail  un  des  polyi les  II ". 

Comme  II  est  supposé  de  degré  im  —  \,  les  termes  de  degré 
>■  'im  —  j  devront  disparaître  dans  le  second  membre,  en  particulier 
1rs  termes  de  degré  p  -+-  m  —  i. 

<  )n  aura  donc 

£eF   +  I^P   4-^ F   +'£    (»       o 

/        *-   m     '  y  /»  j  ru     '  /         \.   rt  ' —        • 


2»  |  H,     POINCARE. 

où  bien 

ou  bien 

T  riant  une  fonction  de  x  et  ^  homogène  de  degré  p  -+-  —  -+-  i 
Le  théorème  des  fonctions  homogènes  donnera 

(/,  +  ^4-iVr  =  NF,„<o/„r-iV)- 


(  )n  verrait,  connue  plus  haut  dans  l'étude  de  l'équation  (G),  que 
Qpx  —  Ppy  est  divisible  par  F,„. 
On  aura  donc 

Qpx-P,y=SFm, 

S  étant  un  polynôme  homogène  de  degré  p  -+-  i  —  ///. 
On  aura  alors 

d  où 

Or  on  a 

-|(SP^PVF,      '^(SF^Q'VF, 

1"  et  Q'  étant  des  polynômes  de  degré  p  dont  les  termes  d'ordre  /> 
sont  précisément  Pj,  et  Q,,. 
11  vient 

«=^(P-P0v/F  +  !(Q-Q<)v/F, 

ce  qui  montre  que  les  polynômes  P  et  Q  peuvent  être  remplacés  parles 
polynômes  P  —  P'  et  Q  —  Q'  qui  sont  de  degré  moindre. 
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Donc  le  degré  des  polynômes  1*  el  Q  peut  toujours  être  abaissé  el 
cela  jusqu'à  m  —  3,  de  telle  façon  que  II  n'est  autre  chose  qu'un  pOly- 
nOme     II. 

Il  y  a  donc  précisément  i  m  —  i  r  polynômes  distincts  non  suscep- 
tibles d'être  ramenés  à  la  forme  (3). 

Les  coefficients  du  développemenl  où  les  exposants  — -  a  —  i  el 
—  b—  i  sont  positifs  dépendent  dune  au  plus  de  (m  —  i  )-  transcen- 
dantes. 

Exposants  négatifs. 

Il  est  facile  d'étendre  ces  résultats  à  l'étude  des  relations  de  la 

l'orme  (i  bis  i. 

Supposons  donc  .que  H,  V  et  Q  soient  des  polynômes  entiers,  non 

i  .il 

plus  en  a;  et  y,  mais  en  a; ,  y,  -  el     ■ 

Nous  poserons  alors 

h  =     H'    ,       r  =  -?-,      o  =  _21-, 

,11  ^fj+l  .ra/P+l  y  .,•*-!  !  P 

où  a  et  [3  sont  des  entiers  positifs  et  II  ,  I",  Q'  des  polynômes  entiers 
en  x  ely. 

Les  videurs  des  entiers  positifs  a  el  3  seront  regardées  comme  fixes, 
mais  pourront  d'ailleurs  être  prises  aussi  grandes  qu'on  voudra.  Je 
désignerai  toujours  par  q  le  degré  de  H.  c'est-à-dire  le  degré  des 
termes  de  II  dont  le  degré  d'homogénéité  en  x  el  en  y  sera  le  plus 
élevé. 

Je  désignerai  de  même  par  ^>  le  degré  de  P  el  de  <v*. 

Je  représenterai  par  IIy  l'ensemble  des  termes  de  degré  y  de  II.  par 
Vp  et  Qp  l'ensemble  des  termes  de  degré  p  de  I'  el  de  Q. 

Je  désignerai  par  q'  le  degré  de  II',  par  p'  celui  de  P'  el  «le  Q  .  (\>- 
sorti'  qu'on  aura 

q'=q-ha-i-$-h  ■>..         />  =  p  -+-  k   ■    )   ■    \ . 
d'où 

y  =  /<'  -+-  "'■ 
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I  ,es  termes  du  degré  le  plus  élevé  de  H',  P'  et  Q'  seront  alors 
(  )n  tire  de  là 

f\  II  P'        ^F  Q'         f/F  iV       <«*'  ^0'  TV  0/-W 

Posons-nous  maintenant  le  problème  suivant  : 

Existe-t-il  deux  polynômes  P"  et  Q"  entiers  et  homogènes  en  x  et  y 
<-t  tels  que  l'on  ait 

La  relation  ()  5)  peut  s'écrire 

2         f/.ï-  a  ^    dy 


u      a+i     6-m         P"      rfF».  Q"      rfF».         r    -7 

H<,z'a+,yP+'  =  — x-7-^  -i-  —  y-r-^  -t-F,„Z, 


en  posant,  pour  abrég;er, 

>.ous  devons  d'abord  nous  demander  si  Ton  peut  mettre  Hy  sous  la 
forme 

analogue  à  la  forme  (4).  Dans  cette  équation,  A  et  B  sont  des  poly- 
nômes entiers  et  homogènes  en  x  et  y  dont  le  degré  est  évidem- 
ment p'. 

Nous  supposerons,  pour  éviter  toute  difficulté,  non  seulement  que 

r/F 
l'équation  F„,=  o  n'a  pas  de  racine  multiple,  mais  que  — -  n  est  pas 

....,,  .  dV ...  „   t^  ,.  .  dF„.  dV„, 

divisible  par  x,  ni  —r2-  par  y.  Dans  ces  conditions,  x  — —  et  y—i—  sont 

premiers  entre  eux. 
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'  En  raisonnant  alors  comme  sur  l'équation  (/j)  on  verrait  que  Ton 
peut  toujours  mettre  Hv  sous  la  forme  (iG),  pourvu  (pie 

q'  >  2  m  —  1 . 

Une  fois  Hv  mis  sous  la  forme  (i(3),  nous  déterminerons  P"  et  Q"  à 
l'aide  des  équations 

.        P"        Z 

A  = 1 , 

2  m 

13  =  ^+*; 

2  m 

d'où  l'on  déduit 

<r^.-tr^  =  aA-BB  =  z(i-f-£±i.y 

dx  a  y  r  \2  />;      ' 

On  tirera  de  là  Z  et  par  conséquent  P"  et  Q",  à  moins  que   l'on 
n'ait 


(17) 


I  />  4-  1 


Donc,  Hv  pourra  toujours  se  mettre  sous  la  forme  (i5),  pourvu 
que 

q  t-2.m  —  1 ,         — h C  o. 

1  ~  2  /» 

Si  la  relation  (17)  était  satisfaite,  on  verrait,  comme  à  propos  de  la 
discussion  de  l'équation  (19),  que,  parmi  les  polynômes  H?a7a"M y$+l 
de  degré 

q  =  y  +  a  +  [i  +  2  =  7.  +  p  H . 

il  n'y  en  a  que  m  qui  soient  distincts  et  non  susceptibles  d'être  mis 
sous  la  forme  (i5). 
Posons  maintenant 

H'  =    d  (\"SV   v        _</_  /QVF    | 

Journ.  de  Molli.  ('>'  série),  tome  III.   —  Hi*<  .  [II,   1897.  ^° 
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Le  polynôme  H"  ainsi  défini  est  de  la  forme  (i4)î  ses  termes  du 
degré  le  plus  élevé  sont 

KLX+V+', 

puisque  P"  et  Q"  sont  définis  par  la  relation  (i5). 

Donc  H'  —  H"  est  de  degré  q' —  i  ;  donc  H'  est  la  somme  de  deux 
polynômes,  l'un  H"  de  la  forme  (i/i)>  l'autre  H'— H"  de  degré 
inoindre.  Le  degré  de  H'  peut  donc  être  réduit,  à  moins  qu'il  ne  soit 

plus  petit  que  im  —  i,  ou  égal  a  a  +  p  +  —  • 

De  plus,  parmi  les  polynômes  de  degré  a  +  p1  H >  il  n'y  en  aura 

que  m  réellement  distincts  et  dont  le  degré  ne  pourra  être  réduit  (la 

réduction,  une  fois  l'étape  a  +  P -t- —  franchie,  pourra  être  poussée 

sans  obstacle  jusqu'à  2tn  —  2). 

Il  n'y  a  donc  que  m  polynômes  réellement  distincts,  de  degré  plus 
grand  que  im  —  2  et  non  susceptibles  d'être  mis  sous  la  forme  (i4)- 

Comme  le  nombre  des  polynômes  de  degré  im  —  2  est  égal  à 
m  ('2m  —  1),  nous  pouvons  conclure  qu'il  y  a  au  plus  im2  polynômes 
distincts  qui  ne  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  (i4)-  Mais  ce  nombre 
peut  encore  être  réduit;  et,  en  effet,  il  y  a  des  polynômes  de  degré 
2/»  —  2  qui  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  (1 4);  on  les  obtient  en 
prenant  pour  P'  et  Q'  des  polynômes  quelconques  de  degré  m  —  2.  Or 

il  y  a  —(m  —  1)  polynômes  P'  et  autant  de  polynômes  de  degré 
m  —  2.  Cela  fera  donc  irr —  m  polynômes  de  degré  m  —  2  et  de  la 
forme  (  1 4  )  • 

Je  dis  qu'ils  sont  tous  linéairement  indépendants. 

Si,  en  effet,  ils  ne  l'étaient  pas,  on  pourrait  trouver  deux  polynômes 
d'ordre  m  —  2,  tels  que 


dx  VxajP+'/         dy  \x%J-xy$) 

)"  les  termes  d'ordre  le  plus  él< 

pVFT\      d  (^LA  =  0i 

x*yP+'J         dy\x*+iyPj 


*yP+I/        ay  \x*+yyv 
ou  en  appelant  P"  et  Q"  les  termes  d'ordre  le  plus  élevé  de  P'  et  de  Q' 
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Cette  équation  est  de  même  forme  que  (i5)  (sauf  que  \\,,  esl  nul  i; 

elle  entraînerait  donc 

.     rfF        D    dF 
Ax-, — h  liy -r-  =  o, 

dx  -'    il  Y 


ou  (puisque  A  et  B  sont  d'ordre  inférieur  à  n?  étant  du  même  ordre 

dF 
utrc  part,  x   -  et  j 

A  =  o,         B  =  o, 


que  P"  ou  Q"  et  que,  d'autre  part,  x  j-çXy-r-  sont  premiers  entre 


dF     .       dF 
P"  ou  l^"  et  que,  a  autre  part,  x 

eux) 

ce  qui  entraîne 


P"=Q'=o 

[à  moins  que  la  relation  (17)  n'ait  lieu  ;  or  nous  pouvons  toujours  sup- 
poser le  contraire,  puisqu'elle  entraînerait 

1  o  '" 

que  l'on  a,  d'ailleurs, 

p'  <m  —  2 

et  que  l'on  peut  supposer  a  et  [3  aussi  grands  que  l'on  veut].  Il  faudrait 
donc  que  P"  et  Q"  fussent  nuls;  et,  comme  ce  sont  les  termes  du  degré 
le  plus  élevé  de  P'  et  de  Q',  il  faudrait  que  P'  et  Q'  fussent  nuls. 

Nos  m-  —  m  polynômes  sont  donc  linéairement  indépendants.  Il 
reste  donc 

2/n2  —  (m2  —  m)  =  m2  -+-  /// 

polynômes  réellement  distincts  et  non  susceptibles  de  se  mettre  sous 
la  forme  (i4)- 

Comme  cela  a  lieu,  quelque  grands  que  soient  a  et  (3,  nous  conclu- 
rons que  nos  coefficients  dépendent  au  plus  de  m2  -+-  m  transcen- 
dantes distinctes. 

Ce  nombre  peut-il  encore  être  réduit? 

Voici  comment  la  question  se  pose  :  Nous  avons  trouvé  qu'un  cer- 
tain nombre  de  polynômes  en  x,  y,  -,  -  de  la  forme 

(l8)  H  =  .^' 
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où  H'  est  un  polynôme  d'ordre  q'  en  x  et^,  pourraient  être  mis  sous 
l.i  forme  (3  bis),  et  cela  de  telle  façon  que 

r>  p'  n,  Q' 

(19)  P=^7F.'       Q  =  ^* 

P'  et  Q'  étant  des  polynômes  d'ordre  p  =  q' —  m  en  x  et  en  y. 

Quand  un  polynôme  A  pourra  se  mettre  sous  la  forme  (3  bis),  et 
cela  de  telle  façon  que  P  et  Q  soient  de  la  forme  (19),  je  dirai,  pour 
abréger,  que  H  peut  se  mettre  sous  la  forme  (3  ter). 

L'analyse  qui  précède  montre  que  certains  polynômes  de  la  forme 
(18)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  (3  /('/•);  elle  montre  en  même 
temps  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres. 

Ce  qu'il  nous  reste  à  voir,  c'est  si  certains  polynômes  ne  pourraient 
être  mis  sous  la  forme  (3  bis)  sans  pouvoir  être  mis  sous  la  forme 
(3  ter). 


On  aurait  donc 


;§  =  s(pVF)  +  !(Qv'F), 


et  1  on  pourrait  écrire 

j-ayb  +  l  v  xa+\  yh 

Le  polynôme  II  pourrait  ainsi  se  mettre  sous  la  forme  (3  bis); 
mais,  pour  que  cette  forme  ne  se  confonde  pas  avec  la  forme  (3  ter  ),  il 
faut  : 

i°  Ou  bien  que  a  soit  plus  grand  que  a; 

20  Ou  bien  que  b  soit  plus  grand  que  [3  ; 

3"  Ou  bien  enfin  que  le  degré  p'  des  polynômes  P'  et  Q'  soit  plus 
grand  que  q'  —  m. 

Nous  pourrons,  d'ailleurs,  toujours  supposer  a~la.,  b^$. 

Je  dis  d'abord  que,  si  a  ^>  a,  a  peut  être  diminué  d'une  unité.  On  a 
en  effet 

lu,    a  a    i,  s       P'     dF        <V     dF 
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Le  premier  membre  étant  divisible  par  r,  il  doit  en  être  de  même  du 
second.  Donc  on  aura  pour  x  =  o 

(»)  2:yf  +  F(rf-aP-iQ-)  =  o. 

Nous  supposerons  que,  pour  x  =  o,  le  polynôme  F  est  premier  avec 
le  polynôme  j'-r--  Cette  équation  nous  montre  alors  que,  pour  x  =  o, 
Q'  esi  divisible  par  F  ;  soit  donc 

Q'  =  -aUF. 

Cette  égalité  ayant  lieu  seulement  pour  x  =  o,  U  sera  un  polynôme 
entier  en  y. 

Posons  maintenant 

I"'  \  F   _         d  (  UF1  \  Q  \  I  d  (  1K- 


cayb+l  (lv\j_-aybJ  ,.^i,<.  t/r\,r"yi 

d'où 


(2.)  ±(*^L) 


d  (  Q"y/F 


el 


(?ugV 


p*=_r^F.+  |u^)+ftl  F, 

ce  qui  montre  que  pour  x  =  o,  on  a  Q"=  Q',  et  par  conséquent,  à 
cause  de  (20),  P"  =  P'.  Donc  les  deux  polynômes  P  —  P",  Q'—  Q" 
sont  divisibles  par  x. 

Vlais  à  cause  de  (21)  on  aura 

II  _   d   (P'-P'Qy'F        d   (Q'  —  Q")y/i 

Comme  P  —  P    el  Q  —  <x>    sonl  divisibles  par  x,  on  voit  que  la 
valeur  de  a  se  trouve  abaissée  d'une  unité.  c.  0.   f.   d. 
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On  démontrerait  de  même  que  b  peut  être  abaissé  d'une  unité  s'il 
est  plus  grand  crue  (3. 

Je  dis  maintenant  que  p'  peut  être  abaissé  d'une  unité  s'il  est  plus 
grand  que  q'  —  m. 

Je  n'ai  presque  rien  à  changera  la  démonstration  analogue  de  la  fin 
du  paragraphe  précédent. 

Soient  P"  et  Q"  les  termes  du  degré  le  plus  élevé  de  P'  et  de  Q',  on 
devrait  avoir 


d_ 
dx 


ou  bien 


\x-y^J^  dy\x^y"J        °' 


QVF„,  _  dT  P"  y  F ,„         _  ^T 

OU 

AT=^(Q"-P"), 

k  étant  le  degré  d'homogénéité  de  T;  d'où 

ir^,  dT         i  Q"— P"  dFm 

y     '"     dx         2      x"yh       dx 

F,„      d  m„  p„.         a¥m(Q"~P")  _    Q"F„, 
~*~  xayb  dx^  '  xa+l  yb  xa+iy" 

Cette  équation,  que  l'on  peut  multiplier  par  xa+fyb,  montre  que 

dF,„ 


(Q"-P'>: 


dx 


dF 
est  divisible  par  F,„;  et,  comme  x-—-  est  premier  avec  Fm,   que 

Q"  _  P"  esi  divisible  par  F,„. 
Soit 

Q"_P"=SF,„. 

Nous  poserons 

Q"y/F   _    d      SF?  P"y/F   _  d      SF' 

xa  +  lyb  clx    faayb  xayb-t-l    —  ((y    fcxa yb 
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(  )n  en  conclul  : 

i"  Que  Q°"  el  P"  ont  mêmes  termes  de  degré  le  plus  élevé  que  Q' 
et  P"  de  façon  que  les  polynômes  P"— P'",  O" — Q'"  sont  de  degré 
moindre; 
20  Que 

0_   \>»s'v        £  Q-y/F    = 
dx  x"y''+i         dy  x"^' y1'  ' 

d'où  enfin 

_H    _    d_  (P',-P',,)y/F  d_  (Q"  —  Q'^y'F 

i/î?        dx        xayb+i  dy        xa+xyh 

On  voit  que  le  degré  des  polynômes  a  été  abaissé.        c.   y.   f.   d. 
La  démonstration  se  trouverait  en  défaut  si  l'on  avait 

A  =  o, 
ou 

p  +  -  =  a  +  b, 


p  +  i  +  -  =  o. 

Dans  ce  cas  on  trouve  simplement 

Q"=P". 
Nous  ne  pouvons  donc  plus  affirmer  que  T  soit  de  la  forme 
rp         M'!,' 

où  S  est  un  polynôme;  ni  même  que  T  ne  soit  pas  transcendant.  La 
discussion  faite  plus  haut  à  propos  du  cas  où  F  était  supposé  homogène 
nous  a  même  montré  que  parmi  les  intégrales  de  la  forme 


J      xaf>    V  .'•  ■<■  / 
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où  1'    est  un  polynôme  homogène  d'ordre  a  +  b  —  —  ;  que  parmi  ces 

intégrales,  dis-je,  il  y  en  a  qui  sont  transcendantes  et  qui  sont  des 
combinaisons  linéaires  de  m  transcendantes  distinctes. 

Parmi  les  polynômes  P"  il  y  en  a  donc  /»,  distincts  entre  eux,  et  qui 
peuvent  ainsi  donner  naissance  à  des  transcendantes.  Supposons 
cependant  que  l'intégrale  T  ne  soit  pas  transcendante.  Je  dis  qu'elle 
sera  de  la  forme 

sf| 

xayb 

Pour  nous  en  rendre  compte,  regardons  un  instant  y  comme  une 
constante  et  développons  suivant  les  puissances  de  x  —  x0,  x0  étant 
une  valeur  quelconque  de  x. 

Si  x0  n'est  pas  nul  et  si  (x  —  x„)  n'annule  pas  F,„,  la  quantité  sous 

le  signe  /  ne  contiendra  que  des  puissances  entières  et  positives  de 
x  —  xn  ;  il  en  sera  donc  de  même  de  T;  si  x0  n'est  pas  nul,  -j-  ne  con- 
tiendra que  des  puissances  positives  entières  et  impaires  de  \jx  —  x0. 
Cela  montre  que  T  est  égal  à  une  fonction  T0  de  y,  plus  une  fonction 
de  x  et  de  y,   changeant   de   signe   avec    \Jx  —  x0  et  divisible  par 

(x  —  .x0)2.   Comme  ^  doit  changer  de   signe  avec  \Jx  —  x0),  nous 
et  y 

voyons  que  la  fonction  T0  de  y  doit  se  réduire  à  une  constante  que 

nous  pouvons  laisser  de  côté;  de  sorte  que  finalement  cette  fonction 

ne  contient  (x  —  .r„)"  qu'à  des  puissances  impaires  et  au  moins  égales 

à  3. 

s  j 

La  conclusion,  c'est  que  T  est  divisible  par  F£,,  puisque  — T  ne  de- 
vient  pas  infini  pour  x  =  xe  ;  on  a  donc 

T_  SF^ 

et  il  nous  reste  à  montrer  que  ijl  et  v  sont  précisément  égaux  à  a  et  b. 
Pour  cela  développons  suivant  les  puissances  croissantes  de  x;  le  dé- 
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1  i     dT  i         i 

veloppemenl  de  ~r-  commençant  par  un  terme  en  x        el  celui  de 

-y-  par  un  terme  en  x~a;  celui  de  T  devra  commencer  par  un  terme 

en  '■";  d'où  a  =  u..  c.   q.   f.   d. 

3 

Comme  T  est  de  la  forme  r>  le  reste  du  raisonnement  se  pour- 

suivrait  comme  plus  haut  et  le  degré  des  polynômes  ne  peu)  être 
abaissé. 

Nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  que  des  m  transcendantes  T  el 
des  ///  polynômes  P"  correspondant. 

Soit  P"=  O"  l'un  de  ces  polynômes;  écrivons 


11  = 


à    (  P"v/F\         d   (  f'v'F 


dx  \  .r"  Yb+l )       dy 


\ous  aurons  formé  un  polynôme  H  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(3bis);  je  dis  qu'il  ne  peut  se  mettre  sous  la  forme  (  3ter).  Si,  en 
effet,  il  pouvait  se  mettre  sous  la  forme  (3  Ici-),  on  pourrait  trouver 
deux  polynômes  P'  et  Q'  dont  les  termes  de  degré  le  plus  élevé  son  i 
P"  et  Q"=  P"  et  qui  seraient  tels  que 

dx  \x«y<>+'J       dy  \x^y») 
Cela  voudrait  dire  qu'il  existerait  une  intégrale  de  différentielle  loi  aie 
r  y/F    (Q'dx        P'dy 


J  xayb 


Cette  intégrale  devrait  être  transcendante  et  admettre  des  périodes 
cycliques,  puisque,  pour  x  et  y  très  grands,  elle  se  réduirait  sensible- 
ment à 


AX  (dx  _  dy\ 
J   xayb  \  x  y  ) 


qui  est,  par  hypothèse,  l'une  de  nos///  transcendantes  cl  qui  admel 
des  périodes  cycliques. 

Journ.  de  Math.  (5e  série),  tome  III.  —  Fasc    III,  1897.  -'I 
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Mais  il  est  absurde  de  supposer  que  l'intégrale  T  admette  des  pé- 
riodes cycliques.  Elle  ne  pourrait  en  avoir,  en  effet,  que  si  la  surface 


admettait  des  cycles  linéaires.  Nous  verrons  plus  loin  qu'elle  n'en 
admet  pas,  si  le  polynôme  F  est  indécomposable,  ce  qui  est  le  cas 
général. 

Donc  l'hypothèse  faite  au  début  était  absurde  et  nos  polynômes  ne 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme  (3  ter). 

Il  y  a  donc  m  polynômes  qui  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  (3  bis), 
sans  pouvoir  se  mettre  sous  la  forme  (3  1er)  et  il  n'y  en  a  que  m. 

Il  nous  restait  m2  -+-  rn  polynômes  distincts  ne  pouvant  se  mettre 
sous  la  forme  (3  ter);  il  restera  donc  nr  polynômes  distincts  ne  pou- 
vant se  mettre  sous  la  forme  (3  bis).  Ce  nombre  ne  peut  plus  être  ré- 
duit, au  moins  dans  le  cas  général. 

Donc  les  coefficients  du  développement  de  —  dépendent  au  plus  de 
nr  transcendantes  distinctes. 


Autre  démonstration. 

On  pourrait  encore  raisonner  comme  il  suit  : 

Donnons-nous  la  valeur  de  q  et  choisissons-la  de  façon  que  la  rela- 
tion (17)  n'ait  pas  lieu.  Alors  nous  pourrons  affirmer  que  tout  poly- 
nôme qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  (3  bis)  peut  aussi  se  mettre  sous 
la  forme  (3  ter). 


Il 


3  a 


(9'+0(<7'-H2) 


polynômes  de  degré  q' .  Les  polynômes  P'  et  Q'  sont  de  degré 
p=q'-m. 

Il  y  aura  donc  — — —  polynômes  P'  et  autant  de  polynômes  Q' 
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Nous  pourrons  donc  former 

(p'  +  i)(p'+i) 

combinaisons  de  la  forme  (3  1er). 

Mais  nous  devons  observer  que  Imites  ces  combinaisons  ne  sont  pas 
distinctes;  combien  y  aura-t-il  de  relations  entre  elles? Pour  former 
toutes  ces  relations,  nous  n'avons  qu'à  rechercher  toutes  les  identités 
de  la  forme 

,       v  d_    P'y/F  d     O'yf    _ 

dx  xayb+i  +  dy  .r«'v*  —  °' 

cette  identité  montre  que 


J  x«y<>  \ 


n'  dr  _  P'dy\ 

y    ) 


est  une  intégrale  de  différentielle  totale. 

Je  dis  que  cette  intégrale  ne  peut  être  transcendante.  En  effet,  si 
elle  était  transcendante,  il  faudrait  qu'elle  eût,  soit  des  périodes  cy- 
cliques, soit  des  périodes  polaires. 

J'appelle  période  cyclique  celle  que  l'on  obtient  quand  le  point 
./•,  y  décrit  un  contour  fermé  (cycle  linéaire)  (ce  contour  fermé  ne  pou  - 
vant,  par  déformation  continue,  être  ramené  à  un  contour  infiniment 
petit  sans  passer  par  un  point  singulier). 

J'appelle  période  polaire  celle  que  Ton  obtient  quand  le  point 
r.  y  décril  un  contour  fermé  infiniment  petit  autour  d'un  point  pour 

lequel  la  fonction  sous  le  signe    /  devient  infinie. 

Il  n'y  a  pas  de  période  cyclique. 

Et,  en  effet,  un  cycle  linéaire,  s'il  existait,  pourrait  toujours  ''lie 
décomposé  en  cycles  élémentaires  formés  chacun  d'un  double  lacel 
entourant  deux  points  de  la  courbe  F(x,jk)=o;  tel  est  le  double 

lacet  qui,  enveloppant  les  deux  points  ±  1,  définit  lu les  périodes 

de  l'intégrale 

d  i 

^(l  —  x^^  —  A-a;*) 


h 


a38  ii.   poincaré. 

Mais  si  la  courbe  F'(x,y)  =  o  est  indécomposable,  ce  que  nous  sup- 
poserons, les  deux  points  de  celle  courbe  enveloppés  par  le  double 
lacet  peuvent  s'échanger  et  se  confondre,  de  sorte  que  le  lacet  devient 
infiniment  petit. 

Il  n'y  a  donc  pas  de  cycle  linéaire. 

Il  n'y  a  pas  non  plus  de  période  polaire. 

En  effet,  la  fonction  sous  le  signe   /  ne  devient  infinie  que  pour 
x  =  o  et  pour  y  =  o. 

Développons  suivant  les  puissances  de  a;;  le  développement   de 

-j-  se  présentera  sous  la  forme 


V: 


où  Au,  est  une  fonction  de  y;  considérons  en  particulier  le  terme 

A,. 

x 

c'est  celui-là   qui,  par  intégration,  pourrait  introduire  la  transcen- 
dante 

A,Lx. 

Mais  alors  il  y  aurait  dans  -=-  le  terme  L./-1— ',  et  comme  ce  terme 

•>  dy  dy 

d  \ 
n'existe  pas,  c'est  que  —r1  =  o,  c'est-à-dire  que  A,  est  une  constante. 

Mais,  d'autre  part,  A,  doit  changer  de  signe  avec  y/F.  Donc,  A, 
est  nul. 

Nous  n'aurons  donc  ni  la  transcendante  hx,  ni  pour  la  même 
raison  la  transcendante  hy. 

Donc  l'intégrale  T  est  algébrique. 

Considérons  maintenant^  comme  une  constante  et  soit  x\t  une  valeur 
quelconque  deic.  Si  cette  valeur  n'annule  pas  F,  nous  verrons,  comme 
plus  haut,  que  T  est  dévelonpable  suivant  les  puissances  de  x  —  x0  ; 
si  cette  valeur  annule  F,  nous  verrons  comme  plus  baut  que  T  est 

divisible  par  (x  —  x0)". 
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Nous  conclurons  de  tout  cela  que  T  est  divisible  par  FJ,  el  nous 

écrirons 

i 
T—  SF' 

S  étanl  un  polynôme.  On  verrait,  comme  plus  haut,  que 

;x  =  a,         v  =  0, 
ce  qui  donne 

—   xayb 

On  voit  que  S  est  un  polynôme  de  degré  p' —  m . 

Il  y  aura  autant  de  relations  (22)  que  de  polynômes  S;  c'est-à-dire 

(  p'  —  m  -+- 1  )  (  p'  —  m  -t-  2  ) 
2 
Il  y  a  donc 

(^+1)^+a)-^-»  +  W-"  -»> 

combinaisons  distinctes  de  la  forme  (3  ter),  et 

(î'+')(î'+5)        /    /         w    /  \        (p;— »n  +  i)(/>'— m  +  a) 

^ ^ 0'  +  j)0  '  +  a)+  —  ^  -^  =  /n- 

polynomes  distincts  non  susceptibles  d'être  mis  sous  la  forme  (3  bis). 

C     Q.     F.     D. 

Cas  des  racines  multiples. 

Dans  l'exposé  qui  précède,  nous  avons  fait  diverses  hypothèses; 
nous  avons  supposé  entre  autres  choses  que  l'équation  F,„  =  o  n'avail 
pas  de  racines  multiples. 

Mais  toutes  ces  hypothèses  n'avaient  pas  pour  effet  de  restreindre  la 
généralité.  C'est  ainsi  que  le  cas  où  l'équation  a  des  racines  multiples 
est  un  cas  particulier  de  celui  où  elle  n'en  a  pas. 
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Mais,  dans  le  cas  général,  il  y  a  entre  les  coefficients  du  développe- 
ment de  -riin  certain  nombre  de  relations  linéaires. 

Le  passage  a  la  limite  suffirait  pour  montrer  qu'il  y  en  a  au  moins 
autant  dans  un  cas  particulier  quelconque. 

Les  coefficients  dépendent,  dans  le  cas  général,  d'un  certain  nombre 
de  transcendantes  distinctes;  dans  les  différents  cas  particuliers,  ce 
nombre  peut  diminuer,  mais  il  ne  peut  jamais  augmenter. 

Xous  avons  vu  qu'il  y  a  nr  polynômes  distincts  non  susceptibles  de 
se  mettre  sous  la  forme  (3  bis);  il  y  en  aura  au  plus  m-  dans  les  cas 
particuliers. 

La  discussion  de  cbaque  cas  particulier  serait  sans  doute  intéres- 
sante, mais  je  me  bornerai  aux  cas  qui  se  présentent  en  Astronomie. 


Application  à  la  fonction  perturbatrice. 

Nous  avons  posé  dans  l'introduction 

e'"  =  a?,  e'"'  =  y, 

h  et  u'  étant  les  deux  anomalies  excentriques. 

Alors  les  coordonnées  de  la  première  planète  sont  de  la  forme 

c, 

—  4-  C.+  '■  ..'■. 

x 

tandis  que  celles  de  la  seconde  sont  de  la  forme 

Jr  -+-  c2  -+-  c3y. 

Le  carré  de  la  distance  des  deux  planètes  D2  sera  donc  un  polynôme 
du  deuxième  degré  enx,y,  -  et--  C'est  ce  polynôme  que  j'appellerai 
désormais  F  (x,  y);  il  contiendra  des  termes  en 

x-,y-,  xy,  x,  y,  i,  x~-,  y~2,  x~{y\  x~{,  y~f,  xy~>,  x~ly. 
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Je  poserai  aussi  quelquefois 

x2y2F(x,y)  =  F'(x,y), 

et  F'(x,  _y)  sera  un  polynôme  entier  en  x  et  y. 

Pour  avoir  le  coefficient  dex3,  il  suffit  de  donner  à  u  une  valeur 
dont  la  partie  imaginaire  esl  négative  el  très  grande,  u'  conservam 
une  valeur  finie.  Alors  la  dislance  D  esl  sensiblemenl  égale  à  la  dis- 
tance de  la  première  planète  à  l'origine,  c'est-à-dire  à 

a(i  —  ecosw)  =  a  f  i ■ ; 

ou  sensiblement : 

Le  coefficient  de  x2  est  donc  — j— ,  a  étant  le  grand  axe  el  <■  l'excen- 

4 

tricité.  La  même  analyse  montre  que  le  coefficient  de  xr2  esl  le  même. 

De  même  les  coefficients  dey2  et  y2  sont  tous  deux  égaux  à  — ^— , 

a'  et  c'  étant  le  grand  axe  et  l'excentricité  de  la  seconde  planète. 

Pour  trouver  le  coefficient  de  xy  observons  que,  si  les  parties  ima- 
ginaires de  u  et  de  u'  sont  toutes  deux  négatives  et  très  grandes. 
chacune  des  planètes  se  trouvera  sur  l'ellipse  qu'elle  décrit  en  un  poinl 
1res  éloigné  de  l'origine.  Si  donc  nous  appelons  À  l'angle  de  l'asym- 
ptote (imaginaire)  à  l'une  de  ces  ellipses  avec  l'asymptote  de  l'autre 
ellipse,  le  coefficient  de  2  xy  sera 


■cosA. 


L'angle  \  est  toujours  imaginaire  et  cosX  plus  grand  que  1  s'il  esl 
réel. 

Comme  chaque  ellipse  a  deux  asymptotes,  non-  avons  quatre 
angles  A  qui  correspondent  aux  coefficients  de 

2xy,     2xy~',     2.x~'y,     nx~{yK. 
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L'angle  X  ne  peut  être  égal  ni  à  o,  ni  à  ir,  puisque  les  asymptotes 
sont  imaginaires  et  situées  dans  deux  plans  réels  différents.  Les 
termes  du  second  degré  de  F(x,y)  ne  peuvent  donc  se  réduire  à  un 
carré  parfait. 

Si  l'une  des  excentricités  est  nulle,  e  par  exemple,  les  termes  en  x- 

et  x~-  disparaissent;  mais  le  terme  en  xy  ne  disparaît  pas,  bien  que 

sou  coefficient 

aea'e'     .  -* 
— - —  cos  A 

4 

contienne  e  en  facteur,  parce  que  cos  A  devient  infini. 

Quant  à  F'(x,  y)  =  x2y2F(x,y),  c'est  un  polynôme  du  sixième 
degré,  généralement  indécomposable. 

La  courbe 

F'(>>7)  =  0 

est  une  courbe  du  sixième  degré  avec  un  point  double  à  l'origine  el 
deux  points  doubles  à  l'infini. 

Cette  courbe  se  décompose  dans  deux  cas: 

i°  Si  l'inclinaison  est  nulle,  elle  se  décompose  alors  en  deux  courbes 
du  troisième  degré. 

2°  Si  les  deux  excentricités  sont  nulles,  elle  a  alors  pour  compo- 
santes les  deux  axes  de  coordonnées  et  une  courbe  du  quatrième 
degré  avec  deux  points  doubles  à  l'infini. 

Alors  F(x,y)  admet  des  termes  en 

xy,     x,     y,     i,     x-*,     y-'\     x~'y-\     x~*y,     xy~'. 

Mais,  de  plus,  le  polynôme  présente  une  symétrie  particulière. 

Il  ne  change  pas  quand  on  permute  x  et  y,  ni  cpiand  on  cliange  x 

i  i 

en  -  <'t  y  en  -■ 

x      J        y 

Je  n'examinerai  dans  la  suite  cjue  le  cas  général  et  celui  où  les  deux 
excentricités  sont  nulles. 

Bien  d'autres  cas  particuliers  mériteraient  quelque  attention  :  celui 
où  l'inclinaison  est  nulle,  celui  où  les  deux  grands  axes  coïncident 
entre  eux  et  avec  l'intersection  des  plans  des  orbites,  celui  où  ces  deux 
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plans  se  coupenl  à  angle  < Iioit  et  où  leur  intersection  coïncide  avec  le 
grand  axe  de  l'une  «les  deux  orbites,  etc. 

Intégrales  de  différentielles  totales. 

Il  paraît  nécessaire  de  revenirsur  la  démonstration  quej'ai  donnée 
de  ce  fait  que  les  intégrales  de  différentielles  totales  dépendant  de  \  F 
ne  peuvent  rire  transcendantes,  afin  de  voir  si  elle  s'applique  aux  cas 
particuliers  que  je  veux  maintenant  étudier  en  détail. 

Quand  M.  Picard  a  annoncé,  pour  la  première  fois,  que  la  surface 
la  plus  générale  de  son  degré  ne  possède  pas  de  cycle  linéaire,  ce  fait 
a  causé  un  grand  étonnement.  On  sera  moins  étonné  maintenant  que 
la  surface1 

z-      F 

a 'en  possède  pas  non  plus  quand  le  polynôme  Fesl  indécomposable. 

Revenons  sur  la  démonstration.  Suit  A  un  point  singulier  quel- 
conque, c'est-à-dire  un  ensemble  de  valeurs  complexes  de  x  et  de  y 
qui  annule  F  (a;,  y).  J'appellerai  lacet  un  chemin  d'intégration  com- 
posé comme  il  suit.  On  prendra  pour  point  de  départ  un  point  quel- 
conque <>  non  singulier,  choisi  comme  origine  de  tous  les  lacets.  Un 
ira  de  O  à  un  point  A'  infiniment  voisin  de  A  en  suivant  un  chemin 
quelconque;  on  décrira  un  contour  infiniment  petit  enveloppant  le 
point  A,  de  façon  à  revenir  au  point  A',  et  l'on  reviendra  de  A'  en  O 
par  le  même  chemin. 

Le  lacet  sera  dit  rectiligne  si  le  chemin  <  >  Y  est  rectiligne. 

Je  représenterai  par  |  A  )  l'intégrale  prise  le  long  de  ce  lacet  en  par- 
tant du  point  <>  en  attribuant  au  radical  un  signe  convenu  une  fois 
pour  toutes.  Je  la  représenterai  par  [A  ]  si  le  lacet  est  rectiligne.  Je 
remarque  deux  choses  :  i°  une  période  quelconque  de  l'intégrale  sera 
une  combinaison  linéaire  à  coefficients  entiers  de  périodes  de  la  forme 

[A]-[B], 

\  .m  I!  étant  deux  points  singuliers  quelconques. 

Jour/i.  de  Math.  (  v  série),  tome  III.  —  Fasc.IlI,  1897.  J- 
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2°  Soient  deux  lacets,  l'un  rectiligne,  l'autre  non  rectiligne,  enve- 
loppant un  même  point  singulier  A.  Soient  [AJ  et  (A)  les  deux  inté- 
grales correspondantes;  la  différence 

(A) -[A] 

sera  égale  au  double  d'une  période. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  le  polynôme  F  indécomposable,  et 
supposons  que  nous  ayons  n  -+-  i  points  singuliers  qui  peuvent  être 
distincts 


Nous  pourrons  alors  avoir  n  périodes  distinctes 

[A.]-[Af],     [A,] -[A,] [A„_f]-[A„|. 

.le  dis  qu'elles  sont  toutes  nulles. 

En  effet,  le  polynôme  F  étant  indécomposable,  les  points  A„  et  A, 
peuvent  s'échanger.  Je  puis  faire  varier  d'une  manière  continue  A„  de 
façon  qu'il  vienne  en  A,.  Le  lacet  rectiligne  entourant  A0  se  changera 
eu  un  lacet,  généralement  non  rectiligne,  entourant  A,,  de  sorte  qu'on 
aura 

[A.]  =  (A,). 

Mais  (A,)  —  [A,]  est  le  double  d'une  période.  Nous  avons  donc 
entre  nos  n  périodes  une  équation  linéaire  à  coefficients  entiers.  Le 
coefficient  de  [A0]  —  [A,  |  est  impair,  celui  des  autres  périodes  est 
pair. 

Nous  trouverions  de  même  n  —  i  autres  équations  linéaires.  Le 
déterminant  de  ces  équations  ne  saurait  être  nul.  En  effet,  il  est 


=  i  (mod.  a). 


i   I 


Donc  les  //  périodes  sont  nulles. 
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Qu'arrive-t-il  maintenant  si  le  polynôme  F  esl  décomposable?  Si 
alors  \„  el  A,  appartiennent  à  deux  facteurs  différents  de  F,  \„  ne 
s  échange  plus  avec  \,.  Mais  voici  comment  on  peut  raisonner. 

En  faisan!  varier    \„  el  A,  d'une  manière  continue,  je  pourrai  les 

amener  en  deux  points  1>„  et  I>,  infini nt  voisins  l'un  de  l'autre  el 

infiniment  voisins  tir  l'un  des  points  d'intersection  des  deux  courbes 
dans  lesquelles  se  décompose  la  courbe  F  =  o. 

Alors  les  lacets  rectilignes  (  A„  |  et  [  A ,  |  se  changent  dans  les  lacets 
non  rectilignes  (  I>„  )  et  |  1!,  »,  de  sorte  que 

[A»]-[B0],     [A(]-[B(] 

seront  des  doubles  périodes. 

Maintenant,  en  faisant  varier  d'une  manière  continue  l!„  et  B,,  je 
puis  faire  tourner  I30  autour  de  B,  ;  alors  [B0]  et  [B,  ]  se  changent  res- 
pectivement en 

3[B0]-2[B,].     2|B„]--|B,|, 
d'où 

IB.]  =  3[B.]-    2[B,] 
ou 

[B.]  =  [B,]. 

<  )n  en  conclut  <(ne  |  A0 1  —  [A,  ]  est  encore  une  double  période,  et  le 
reste  de  la  démonstration  se  poursuit  connue  plus  liant. 

Cette  démonstration  suppose  que  B0  peut  tourner  autour  de  I!,. 
sans  qu'aucun  autre  point  singulier  soil  liés  voisin  de  l!„  et  de  I!,. 
(  l'est  ce  qui  arrivera  si  la  courbe 

F  =  o 

se  décompose  en  plusieurs  courbes  irréductibles,  mais  de  telle  sorte 
qu'aucun  point  d'intersection  de  deux  de  ces  courbes  composantes 
n'appartienne  à  plus  de  deux  composantes  el  ne  >< >i l  pas  un  point 
doulili;  pour  l'une  d'elles. 

La  démonstration  s'applique  donc,  soii  dans  le  cas  général  du  pro- 
blème du  développement  de  la  fonction  perturbatrice,  soi i  dan-  le  i  as 
particulier  où  les  deux  excentricités  sont  nulle-. 
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Ainsi  les  intégrales  de  différentielles  totales  de  la  forme 
f(Rdx-hSdy), 
où  R  et  S  sont  rationnels  en  x,  y  et 


s=  vfO>7) 

ne  peuvent  avoir  de  périodes  cycliques,  mais  seulement  des  périodes 
polaires. 

Elles  ne  peuvent  donc  être  transcendantes  sans  être  logarithmiques. 
Elles  seront  donc  de  la  forme  suivante  : 

A1logR,+AtlogRa-K...+  AJ,logRJ,+  T> 

où  R,,  R2,  . . .,  Rp  et  T  sont  rationnels  eux,  v,  s  et  où  A,,  A»,  ....  A/( 
sont  des  constantes. 

Mais  il  y  a  plus  :  si  R  (ainsi  que  S)  est  égal  à  3  multiplié  par  une 
fonction  rationnelle  de  x  et  de  y,  notre  intégrale  doit  changer  de 
signe  quand  on  change  ;  en  z,  de  telle  sorte  qu'elle  devra  être  de  la 
forme 

.     ,  P,('.  y,  S)  .     ,  P,(.r,  y,  s) 

A ,  losr      '      J       -  +  A., log      -v   '■  '   \  + . .  . 

.    ,         l',,(  '-.  y,z)  , - 

où  U  est  rationnel  en  x  et  y,  où  les  P  sont  des  polynômes  en  x,  y,  z  et 
les  A  des  constantes. 

Alors  le  dénominateur  commun  de  R  et  S  doit  être  de  la  forme 

Pt(x,y,z)Pt(x,y,  -z)Pi(x,y,z)P2(x,y,  -z)  ...Pp(x,y,z)Pp(x,y,  -  z). 

Nous  sommes  donc  conduits  à  la  règle  suivante  : 
Soit 

Bdx  +  Gdj 


JZ  D" 
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une  intégrale  de  différentielle  totale,  où  15,  G,  D  sont  des  polynômes 
entiers  en  x  el  y.  Supposons  cette  intégrale  logarithmique  h  soii  D, 
l'un  des  facteurs  de  D. 
La  courbe  gauche 

D,  =  o,         F  =  z* 

doit  se  décomposer  en  deux  antres. 

Dans  les  intégrales  que  nous  avons  à  envisager,  le  dénominateur  esl 
de  la  forme 

■j.  el   j  étant  des  entiers:  il  n'y  aurait  donc  aucune  difficulté  si  les  deux 
courbes  gauches 

x  =  o,  F'  =  --, 

y  =  o,         F' fr- 
étaient indécomposables.  Mais  ce  n'est  pas  ce  qui  arrive.  Pour  x  =  o, 
F'  se  réduit  à  a2y-,  et  pour  j'  =  o,  à  b2x'2,  a  et  b  étant  des  coefficient 
constants. 

La  démonstration  donnée  plus  haut  dans  un  cas  analogue  n'esl  donc 
plus  applicable  et  il  faut  en  chercher  une  nouvelle. 

S'il  existait  une  intégrale  logarithmique,  elle  serait  de  la  forme 


I 


Af/.r  -+-  Rdy    /p7 


A  et  B  étant  des  polynômes  en  x  et  y. 

Si  nous  faisons  x  =  const.,  elle  deviendrait 


fCdyJF', 


qui  devrait  admettre  une  période  polaire  quand  on  tournerait  autour 
de  y  =  o,  et  ne  devrait  pas  admettre  de  période  cyclique. 

C  serait  un  polynôme  entier  en  y  el  -• 
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Comme  F'  est  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  y,  je  poserai 


/>«■ 


'v„\ï''T 

et  je  désignerai  pary0, y,, y2, y3  les  quatre  racines  de  l'équation 

F  =  o. 


Nous  aurons  alors 


,  rs  (  u  —  a  )  t  (  h  -+-  a  ) 

■  l  a(u  —  b)  1(11  -4-  b)' 


où  /r,  a  et  b  sont  des  constantes. 

Alors  CF'  qui  est  un  polynôme  entier  en  y  et-  sera  une  fonction 

doublement  périodique  de  a,  ne  changeant  pas  quand  on  change  u  en 
—  u.  Elle  admettra  quatre  pôles,  à  savoir  ±«et±  b. 
Nous  aurons 

fCdyyjF7=fCF'du. 

Décomposons  CF'  en  éléments  simples,  il  viendra 

CF  =  i)i'i(u  —  a)  —  m'Ç(u  -\-  a)  ■+-  n'C(u  —  b)  —  n'C(u  +  b)  ■+-  p 

H-?[Ç'(u  —  a)  +  l'(u  +  <7)|  -+-/■[£'(«—  6) -+-£'(«  -hb)\  +  H, 

où  ///,  u,  ]>,  q,  /■  sont  des  coefficients  constants  et  où  II  dépend  des 
dérivées  secondes  des  'C  ou  des  dérivées  d'ordre  plus  élevé. 
La  partie  transcendante  de  l'intégrale  sera  donc 

,        a  (  «  —  b  )  ,        <s(u  —  b) 

i/i  lus;— '-  -+-  ri  lot;--      — j-  +  nu 

-i-  q['C(n  —  a)  •+-  '((?/  -+-  a)]  4-  r\Z(a  -  b)  +  'C(  «  4-  A  )]. 

Notre  intégrale  ne  doit  pas  admettre  de  période  cyclique,  celte 
partie  transcendante  ne  doit  donc  pas  changer  quand  u  augmente  de 
2(o,  ou  de  2W;. 

Si  u  augmente  de  2w,  'Ç(u)  augmente  de  -irt  et  u(«)  est  multiplié 
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par 

<■-''  "  '" . 

Donc  notre  transcendante  augmente  de 

—  1  ///  y]  a  —   '|  I)  Y]  A  4-  :?.  /)  CO  4-    |l'/  +  '")  t\  • 

(  lette  expression  doit  s'annuler  quand  on  donne  à  o>,  soit  ['indice  i . 
suil  L'indice  ;>.  en  donnant  à  r  l'indice  correspondant. 
(  )n  aura  donc 

ma  -f-  nb  =  q  -+-  r,  p  =  o. 

Faisons  maintenant  varier  ./■  d'une  manière  continue;  a  et  b  varie- 
ront d'une  manière  continue,  m.  //.  y  el  /•  restent  constants  el  />  doit 
rester  nul. 

Il  y  a  deux  valeurs  de  x  pour  lesquelles  une  des  racines  de  F'=o 
(je  puis  toujours  supposer  que  c'est  celle  que  j'ai  appelée  r„  )  devienl 
nulle.  Si  x  tourne  autour  d'une  de  ces  deux  valeurs,  en  décrivant  un 
cercle  très  petit,  r„  tourne  autour  de  o.  Alors  a  se  change  en  —  a  el 
b  ne  change  pas. 

Comme  notre  relation  doit  toujours  subsister,  nous  aillions 

—  ma  -+-  nb  =  q  +  /-, 
d'où  m  =  o. 

Nous  trouverions  de  même  //  =  o,  d'où  q  -+-  r  =  o. 

Cela  montre  que  notre  intégrale  est  algébrique.       c.   q.    i.   d. 

Cette  démonstration  s'applique  au  cas  général:  dans  le  cas  particu- 
lier où  les  excentricités  sonl  nulles,  la  démonstration  est  encore  plus 
facile. 

En  effet,  si  l'intégrale  esl  d.'  la  forme 


/ 


\    1 1       -  l!//r      p; 


elle  ne  pourrait  avoir  de  point  singulier  logarithmique  que  pour  x  =  o. 
ou  y  =  o,  ou  x  =  ce,  ou  y  =  ce. 
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(  >r  F  es!  égal  à  xy,  multiplié  par  un  polynôme  du  deuxième  degré 
tant  en  .;■  qu'en  y. 

Si  donc  on  suppose  x  très  petit  et  qu'on  développe  suivant  les  puis- 
sances de  '  .  on  n'aura  que  des  puissances  impaires  de  \  r;  on  n'aura 
doue  pas  de  terme  en 

dx 

X 

qui  introduirait  un  logarithme. 

Donc  x  =  o  n'est  pas  un  point  singulier  logarithmique  et  il  en  esl 
de  même  dey  =  o,  x  =  co, y  =  oo.  c.  o.  f.   d. 


Cas  général. 

Nous  avons  vu  que  dans  le  cas  général,  c'est-à-dire  si  les  excentri- 
cités ne  sont  pas  nulles,  ni  les  inclinaisons,  F  est  un  polynôme  du 
deuxième  degré. 

I  désormais,  sauf  avis  contraire,  f  entends  par  polynôme  de  degrép, 

un  polynôme  de  degré  />  en  x,  y,    ->  — ,  de  telle  sorte  que  dans  cha- 

ciin  de  ses  termes  la  somme  des  valeurs  absolues  des  exposants  de  x  et 
de  y  suit  au  plus  égale  à  /*. 

Soit  alors  H  un  polynôme  de  degré  q.  11  s'agit  de  savoir  si  l'on  peut 
trouver  deux  polynômes  V  et  Q  de  degré  p  et  tels  que 

iL  =  '^(.rPvF)  +  ^(vQv/F), 
, /p         dx  v  *      '         dy    ■      v 

d'où 

(*3)     H  =  F(«*+^  +  P  +  Q)+l(.pS+rQ0). 

Nous  généraliserons  en  supposant  que  F  est  un  polynôme  de  degré//?. 
Si  l'on  a 

"i  </ =/>+»>, 

nous  dirons  que  le  polynôme  H  peut  se  mettre  sous  la  forme  (l'Mn's). 
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Si  l'on  a 

q<p  -*-»>, 

de  telle  façon  que  les  termes  de  demi''  />  -t  m  se  détruisenl  dans  le 
second  membre  de  (23),  nous  dirons  que  II  peul  se  mettre  sous  la 
forme  (23 ter) el  ce  que  nous  avons  d'abord  à  établir,  c'esl  que  si  II 
peut  se  mettre  sous  la  forme  (  23  1er),  il  peul  se  mettre  '-nus  L  forme 
(23  bis  ). 

Pour  cela,  j'adopterai  la  notation  suivante.  J'appellerai 

H,   l'ensemble  des  termes  de  II  du  degré  le  |>lus  élevé  (  c'est-à-dire  de 

degré  y  »,  eu  x  et  v; 
H2  l'ensemble  des  termes  de  II  du  degré  le  plus  élevé  (c'est-à-dire  de 

degré  q),  en  x  et  — ; 
H3  l'ensemble  des  tenues  de  II  du  degré  le  plus  élevé  (c'est-à-dire  de 

degré  g),  en  ~  et  y\ 
Hs  l'ensemble  des  termes  de  II  du  degré  le  plus  élevé  (c'est-à-dire  de 

degré  g),  en  -    et  — ■ 

t>  /     "  X  y 

Je  définirai  de  même  F,,  F„  F„  F4J 1',,  P2,  P„  1',,  Q„  Q2,  Q3,  Qv 
Je  remarque  que  H,  et  IL  ont  un  terme  commun,  le  terme  en  ./•'';  je 
l'appellerai  II,2  ;  jedéfinirai  de  même  II, .,,  IL4,  II,,,  F,,,  ....  (  >la  posé, 
en  prenant  les  ternies  du  degré  le  plus  élevé,  eu  x  et  y,  on  aura  si 
7  =  />+■»>, 

Si,  au  contraire,  II  est  de  la  forme  (23  ter),  les  termes  de  degré  p  -+-  m 
doivent  disparaître,  et  l'on  aura 

W)  o=im;.-'-^i',+q,)- i-j(-p.s  ■.'■•••■  ■.';-■  ' 

on 

Joum.  de  Mte/A.  (5"  série),  tome  lit     -  Fasc.  III,   i 
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Cela  montre  que 

esl  une  différentielle  exacte  que  j'appellerai 

C'est  une  l'onction  homogène  de  degré  p  -+-  2  -+-      en  x  et  y  :  on  a  donc 

(/->  +  2  +  ^Ty/F^tt/v^CQ,  -  P.)- 
Je  poserai  Q, —  P,=  R,,  et  je  trouverai 


I  a5  )    (p  +  2  +  7)jQ,Ft  =.>-R,F1  ■+-  xy^  F,  +  i x-r  R, ^- 

Cette  équation  montre  que  ./•  -^  R,  est  divisible  par  F,  (  et  comme 

F,  est  premier  avec  x -j-1*  dans  le  cas  général],  que  R,  est  divisible 

par  F,  (remarquons  en  passant  que,  d'après  leur  définition,  F,,  1',. 
Qn  R,  sont  des  polynômes  entiers  en  x  el  y  >.  Soit  doue 


R,=--(yj  +  2  4--JS.F,. 

On  voit  que  S,  sera  un  polynôme  entier  homogène  et  d'ordre//  —  /// 
'■il  x  et   r.   <  >n  aura  d'ailleurs 

7Q.V/FT=^t/S,Ff),        tfP.y'F-^-^^S.Ff). 
Les  termes  du    degré  p -\- m   en  .r  et  — doivent  disparaître,  ce  qui 
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donne 

Ta  'i'^^     ,;'.  yQ»^)  =  o. 

ou  bien 

TuF,  étanl  une  fonction  homogène  de  degré  />  h —  en  ./•  el     ;  on  a 
donc,  par  le  théorème  des  fonctions  homogènes, 

P+7)Tv/F".  =  */>^(Q,  +  P,). 


Si  je  pose  Q2  +  P2  =  R2,  je  retrouverai  une  équation  analogue  à  (  ■•'>  i, 

où  le  coefficient  />  -+-  2  h sera  remplacé  par  /-       —  et  où  l'indice  1 

sera  partout  remplacé  par  l'indice  2.  Cette  équation  montre  que  R, 
esl  divisible  par  F2.  l'osons  donc 

Ra  =  (i»  +  =)sfF1; 

S,  sera  un  polynôme  homogène  de  degré  p  —  m  en  as  et  —  et  l'on 

aura 

yQ*yfc=  £(*ysM\       ^P2V'Fl=      £(ayS,F*). 

On  démontrerait  de  même  qu'on  aura 

S  .  et  S.  étanl  des  polynômes  homogènes  de  degré  />  —  //>  en   -  el   y  el 
en  —  et  —  ■ 

'      y 

S,  et  S2  contient  un  terme  en  xp~m\  soil  S, 2  celui  de  S,,  S2I  celui 
de  SJ  ;  je  vais  démontrer  que  S,,  -    S21. 
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De 

R,  =  (p  +  2  +  "1)  S,  F„         R2  =  (p  +  5)  S2F,, 


on  tire,  en  égalant  les  termes  indépendants  dey, 

(Q12-P12)  =  (p  +  2  +  f)s,2Ft2, 
(Q12+P)2)  =  (p  +  f)S21F12; 

il  faut  donc  démontrer  que 

(p  + t)(Q»-p«)  =  (/»  +  >  + t)(Q»+p«), 


P  +  i+  —  J  P,2  +  Q,2  =  o. 

Égalons  dans  (24)  les  termes  indépendants  dey;  ces  ternies,  dans 

r»       r\        rr  r/l'>  ^pi 

P .      O . ,     r  . ,     x-  -~  >     a?  -j-î  j 

1       ^  "  dx  ci* 

son!  respectivement 

P,2,     Q,„     F)2,     mFl2,    pP12. 
11  vient  donc 

pP,2+P,2  +  Q,2'+™  P,2  =  o, 

ou 

(p  +  *  +  t)p..  +  Q(,  =  o. 

C.     Q.     F.    D. 

(  )n  démontrerait  de  même  que 

S,  et  S3  ont  même  terme  en  yp~m, 

s,  et  s.,    "        »  y"-p- 

S,  ri  S,  >»  x'"'i'. 
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11  existe  donc  un  polynôme  S  de  degré  />  —  ///,  où 

Les  termes  de  degré  p  -    m  en  x  et jy*  sont  S,, 

»  /■  el  -     »     S,, 

y 

»  -  et  -    »     S.. 

Posons  alors 

rQ'VF  =  ^(^SF^),       ,i'"vF=-^(,:vsi-i 

On  a  donc 

|(*P^)  +  |(rQ"v'F)  =  o, 

el  par  conséquent 

^  =  i[-(p-p")vF]  +  ^[y(Q-QO^FJ. 

Les  polynômes  P  et  Q  sont  donc  remplacés  par  P  —  P"  et  Q  —  Q" 
qui  sont,  comme  nous  allons  le  voir,  de  degré  moindre.  En  effet,  les 
termes  de  P"  et  Q",  qui  sont  de  degré  p  —  /// 

en  x  et  y  sont  P,  et  Q,, 

en  x  et     sont  IV,  el  <  >-, 

J  " 

en  -  el  y  sont  P.,  et  Q3, 

en  -  el      sont  P.  el  Q,. 
y 

Le  degré  des  polynômes  I'  et  Q  peut  donc  toujours  être  abaissé 
si  11  esi  de  la  forme  <  ■>  !  1er),  de  sorte  que  11  peut  toujours  être 
ramené  à  la  forme  (  23  bis).  c.  q.  f.  i>. 
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Il  suffit  donc  de  chercher  si  II  peut  se  mettre  sous  la  forme  i  2 3  bis). 
Combien  y  a-t-il  de  polynômes  H  de  degré  'J  =  p  ■+-  '"  ? 

Il  y  en  a 

(f-  +  (  q  -+-  1  )'  =  (p  •+-  m  )-  -+■  (p  ■  \-  m  -+-  1  )2 . 

(  lombien  y  a-l-il  de  polynômes  P  de  degré  pi 
1 1  y  en  a 

f  +  O  +  i)2, 

et  autant  de  polynômes  Q,  de  sorte  qu'il  y  a 

2p'2  -+-2(/J  -+-  I  )- 

expressions  de  la  forme  (23  bis).  Mais  toutes  ces  expressions  ne  sont 
pas  distinctes,  parce  qu'il  peut  y  avoir  des  polynômes  P  et  Q,  tels  que 

06)  ^.(^Pv/F)4-^(j-QvF)  =  o. 

Cette  écpiation  exprime  que 

f(yQsJVdx  -xVy/Fd) 

est  une  intégrale  de  différentielle  totale.  Cette  intégrale,  d'après  ce 
que  nous  avons  vu,  ne  peut  être  transcendante;  et,  en  raisonnant 
comme  nous  l'avons  l'ait  pins  haut,  on  verrait  qu'elle  doit  être  de  la 
forme 

xySF'~, 

S  étant  un  polynôme  entier  en  x,  y,  -  ,  -•  On  aura  donc 
(  )  =       bF  -t-  x  3-  t  -+-  -  x  -y-  S, 

1    '"   I 

Ces  équations  montrent  que  S  doit  être  de  degré  p  —  m.  Si,  en 
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effet .  S  était  de  degré 

h^>  p  —  m , 

il  contiendrait  un  ensemble  de  termes  homogènes  de  degré  h  en  x  et  y 
que  j'appellerais  S,  (et  je  définirais  de  même,  comme  plus  haut ,  S2, 
S,.  S,  >.  Les  termes  de  degré  //  +  m  devant  disparaître  dans  le  second 
membre  de  (271,  nu  aurait 

.    .,  </>,  ..         3      >/F,    . 

<)   —  3,  T  '.  +•  X  —r-  V  ,  H .f  —r-  Ï5  ,  , 

il.r  >  il  r 

'/S,   .  ,  .1        rt'F. 


m  S,l^)  =  o,        j-(xyStF*)  =  o, 


d'où  S,  =  o. 

<  )n  démontrerait  de  même  que  S,,  S,  et  S.  sont  mils. 
I  >onc  S  est  de  degré  p  —  m,  et  il  y  a  autant  de  relations  (  26  )  que 
de  polynômes  de  degré  />      m,  c'est-à-dire 

i  //  —  m)2-+-  (p  —  ///  -+-  1  r. 

Combien  \  a-t-il  alors  de  polynômes  II  distincts  non  susceptibles 
d'être  mis  sous  la  tonne  (  '2.'!  ).  Il  v  en  a 

(  p  +■  ni  )'-  -+-  (j>  +  ni  ■+- 1)2  —  2/r  —  2('/>  -+-  i)2 
-t-  (  p  —  m)2  -+-  (p  —  m  -+-  1  )2, 
c'est-à-dire  \ur. 

Dans  li'  eas  de  la  fonction  perturbatrice,  ou  a 

///    =     >..  \  III-    —    I  (). 

\iiiM  les  coefficients  du  développement  de  la  fonction  perturba- 
trice suivant  les  cosinus  et  sinus  des  multiples  des  anomalies  excen 
triques  sont  des  fonctions  transcendantes  des  éléments.   Mais  ces 
/'mutions  transcendantes  dépendent  au  plus  de  i<>  transcendantes 
distinctes . 
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Cas  des  excentricités  nulles. 
Alors,  nous  l'avons  vu,  le  polynôme  F  contient  des  termes  en 
xy,     .r.     y,      i,     se-*,    y-',     x~Ky,     xy~\     x~Ky-K. 

J'entendrai  désormais,  sauf  avis  contraire,  par  polynôme  de  degré p 
tout  polynôme  où,  dans  chaque  terme,  l'exposant  de  x,  non  plus  que 
celui  dey,  n'excède  jamais  p  en  valeur  absolue. 

En  ce  sens,  F  est  un  polynôme  de  degré  i.  Je  généraliserai  en  sup- 
posant que  F  est  un  polynôme  de  degré  m. 

Soit  H  un  polynôme  de  degré  q\  il  s'agit  de  savoir  s'il  peut  se 
mettre  sous  la  forme  (23).  Je  dirai  encore  que  le  polynôme  est  de  la 
forme  (a3  bis)  si  le  degré  p  des  polynômes  P  et  Q  (le  mot  degré  est 
entendu  au  sens  nouveau  que  je  lui  donne)  est  égal  à  q  —  m,  cl  de  la 
forme  (23/e/-)  s'il  est  plus  grand  que  q  —  m. 

Je  me  propose  encore  d'établir  que  tout  polynôme  de  la  forme 
(23  ter)  est  aussi  de  la  forme  (23  bis). 

Adoptant  des  notations  analogues  à  celles  du  paragraphe  précédent, 
je  il  ('signe 

par  P,  l'ensemble  des  termes  de  P  de  degré  p  par  rapport  à  x, 
P2  »  P        »        />  »  y, 

P.,  »  P        »        /»  »  -> 

'  .T. 


par  Q,  » 

Q2  »  Q        »        /<  y. 


Q 

» 

p 

Q 

>> 

V 

Q 

» 

p 

Q,  »  Q 
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par  F,  l'ensemble  des  termes  de  F  de  degré  m  par  rapporl  à  i . 

F2  »  F        »       m  »  y, 

I  »  F        »       ///  »  -> 

F.  »  F  >>        m  » 

Je  désignerai  toujours  par  P,.,  le  terme  commun  à  P,  et  à  P2,  qui 

est  alors  un  terme  en  xpyp,  et  je  définirai  de  même  Q,3,  . . .,  F,, 

Nous  retrouverons  alors  l'équation  (2^  )  qui  montre  que 

y  Q ,  y  F  i  dx  —  r  P ,  y  F ,  dy  =  e£T , 

est  une  dilTérentielle  exacte.  Si  nous  observons  que  par  définition  P,. 
Q,  et  F,  sont  égaux  à  xp  ou  à  x'n  multipliés  par  une  fonction  de  y, 
nous  voyons  que  Tt  doit  être  égal  à 


multiplié  par  une  fonction  de  y,  c'est-à-dire  que 


^+i  +  t)Ti  =  j'§  =  xyQ*  fi**- 


En  égalant  les  deux  valeurs  de  -~^  on  trouve 


p  +  "  +  t)p.f.=^fi  +  qifi  +  ïq1^1 


ce  qui  montre  que  Q,  est  divisible  par  F,  (si,  comme  nous  le  suppo- 
sons,  b  ,  est  premier  avec  y-j-  )  • 
Nous  pourrons  alors  poser 

T,  =  .9'S,F;, 

Joum.  de  Math.  (  ">■  série),  tome  III.  —  Fasc.  ni  »  I 
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S,  étant  égal  à  xp~m  multiplié  par  un  polynôme  d'ordre  p  —  ni  en  y 

et  — •  Nous  trouverons  de  même 

y 

yÇ>.2  y/¥ldx  —  xP2  \fF~2dy  =  dT2, 
el 

(/,  +  i  +  ^)T2=-^P2V/F\; 

on  démontrerait  de  la  même  façon  que 

S2  étant  égal  à  yp~'"  multiplié  par  un  polynôme  d'ordre  p  —  m  en  x 

et.  — ■  Mais  S,  et  S2  ont  tous  deux  un  terme  en  xp~'"yp~'" ;  j'appelle  S)2 

celui  de  S,  et  S2,  celui  de  S2.  Je  dis  que  S,2  =  S2I. 
En  effet,  nous  avons 


(/,  +  n-=)SIFl  =  Q„        (/,  +  i  +  ^S.F^    -P., 
d'où 


p  +  i+^)S(2F,2=Q12,        [p  +  i-h^)SttFta=-Pta. 

Ce  qu'il  faut  donc  démontrer,  c'est  que 
P42-t-Q,2  =  o. 

Mais  si  dans  l'équation 

^(*PlV/F7)  +  ^"(yQ<v/F7)  =  °, 

on  conserve  seulement  les  termes  en  xp+myp+m,  on  trouve  précisément 

P)2+  Q)2=o. 

On  définirait  de  même  S2  et  S,,  et  l'on  verrait  comme  plus  haut 
que  S,  j  =  S,,,,  etc. 
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11  existe  donc  un  polynôme  S  d'ordre  />  —  m  dont  les  termes  de 
degré  />  —  m  en  x.  en  y,  en  -,  en  -,  sont  respectivemenl  S,    S     n 

el  S.,  <lc  telle  façon  que 

rQ.v'F7=£UrS,Ff) 

Le  reste  du  raisonnement  se  poursuivrait  comme  dans  les  paragra- 
phes précédents  et  l'on  verrait  que  tout  polvnoine  de  la  forme 
(  23  li'i-)  peut  se  ramener  à  la  forme  (23  bis). 

11  suffît  donc  de  rechercher  si  11  peut  être  mis  sous  la  forme  ( '■>.  3  bis  \. 

(  >r  combien  y  a-l-il  de  polynômes  II  de  degré  y  =  p  -+-  ///'?  Il  y  en  a 

{iq  -+-  i)ï=  (ip  ■+■  im  -+- i)2. 

Il  y  a  (-2/J  -l-  i  )'"  polynômes  P  de  degré/»  et  autant  de  polynôme-  Q, 
et  par  conséquent 

2(2/)  -+-  i)2 

expressions  (23).   Combien  entre   ces  expressions   y   a-l-il    d'équa- 
tions (.26  |? 
Si 

\yQ_\fPdx—  xP\/Fd) 


f 


est  une  intégrale  de  différentielle  totale,  cette  intégrale  ne  peut  être 
transcendante  et  doit  être  de  la  forme 

xySF*, 

■  ii 

S  étant  un  polynôme  enx,y,  —  »  -■ 
x     y 

Les  équations  (  27)  qui  sont  encore  valables  montreraient  que  S  esl 
,1e  de-ié  /<  —  m  ;  car  si  $  était  de  degré  //  ^>p  —  m,  en  écrivant  que 
les  ternies  en  xk+m  disparaissenl  du  second  membre  île  (  ■>-  ),  on  trou- 
verai! 

<l  1      c  t4"\  d 


(ayS.F*)  =0,         )-'.o  S,K;)  =  o, 


dx\«S  «!-,/-«,  rf/ 
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en  appelant  S,  l'ensemble  des  termes  de  S  en  x''.  On  aurait  donc 
S,  =  o,  et  l'on  verrait  de  même  que  les  ternies  de  S  en  yh,  en  x~''  et 
eny~A  doivent  disparaître. 

11  v  a  donc  autant  de  relations  (26)  que  de  polynômes  de  degré 
/>  —  //>,  c'est-à-dire 

(2/>  —  iiu  4-  1)-. 

Combien  alors  de  polynômes  II  non  réductibles  à  la  forme  (  2 3  )"?  Il 
v  en  a 

(ip  -+-  im  -+-  t)2—  2(2/)  -+-  i)2-l-  (2/)  —  im  -+-  1)-. 

Cela  fait  8m2. 

Dans  le  cas  de  la  fonction  perturbatrice  m  =  1 . 

Il  y  a  donc  au  plus  huit  transcendantes  distinctes. 

Influence  de  la  symétrie. 

Ce  nombre  peut  encore  être  abaissé.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que 
le  polynôme  F  ne  change  pas  quand  on  change  x  en  y,  ni  quand  on 

change  x  et  y  en  -et--  Nous  ne  nous  servirons  que  de  la  première  de 
x       y 

ces  deux  symétries. 

Ainsi  F  est  un  polynôme  symétrique  en  x  et  y. 

Soit  alors  H  un  polynôme  symétrique  en  x  et  y. 

Si  nous  avons 

je  [mis  supposer  que  les  polynômes  P  et  O  se  changent  l'un  dans 
l'autre  quand  on  change  x  <i  y. 

Si  en  effet  il  n'en  était  pas  ainsi,  en  permutant  x  et  y,  on  trouve- 
rail 

d'où 

ÎL  =  JL  \x  y *(*>?)  +  <&-»*)]     iL  f     p Q(^j)  +  P(r,.r)-| 
s  F      «te  L   N  2  J      rfy  L  2  .1  ' 
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ci  il  esl  clair  que  1rs  deux  polj  nomes 

P(jt,j)-hQ(v,x)  Q(x,y)  +  V(y)ar.) 

2  2 

(qui  remplacent  1'  et  Q  )  se  permutenl  quand  on  change  x  el  y. 

Pour  chercher  combien  il  nous  restera  de  transcendantes  distinctes, 
il  suffit  de  chercher  combien  il  y  a  de  polynômes  11  symétriques  non 
susceptibles  d'être  mis  sons  la  forme  (  23  ). 

D'après  ce  qui  précède,  il  suffit  de  chercher  combien  il  \  en  a  qui 
ne  peuvenl  se  mettre  sous  la  forme  (23ôi's),  les  polynômes  1'  el  Q  se 
permutant  quand  on  change  x  en  y.  C'est  ce  que  j'appellerai  nid  lie  II 
sons  la  forme  (i1)  quater  ). 

Il  y  a 

(2 q  -+-  i)-(q  ■+■  \)  =  (ip  -+-  irn  ■+■  i)(p  -h  m  ■+- 1) 

polynômes  11  symétriques  de  degré  q. 

Il  y  a  (ip  -h  1)-  polynômes  V(x,y)  de  degré  />.  A  chacun  d'eux 
correspond  le  polynôme 

Q(x,y)  =  P(y,x). 

[1  y  a  donc  (2p  -+-  i)2  expressions  (23  quater} 5  mais  toutes  ne  sonl 
pas  distinctes,  car  on  peut  avoir  entre  elles  des  relations  de  la  forme 

(26bfs)  ^OPs/F    •    ^(rQVF)  =  o, 


V  F (yQ  dx  -  xV  dy)  =  d  (SF1  >. 


Si  l'on  change  x  en  r.  le  premier  membre  change  de  signe;  donc  SF" 
change  di-  signe,  el  comme  F  ne  change  pas,  S  change  de  signe. 

Il  y  aura  donc  autant  de  relations  (26625)  que  de  polynômes  S  de 
degré  />  —  ///  qui  changent  de  signe  quand  on  change  x  en  y.  c'est- 
à-dire 

l  ?.p  +  ■un  +  1  )(/)  -     m  t. 
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Le  nombre  des  polynômes  II  symétriques  non  susceptibles  d'être  mis 
sous  la  forme  (a3)  est  donc 

{■ip+im  -t-  i)(p  -+-  )//  -+-  i)  —  (a/>+  i)2  +  (2p  —  un -  +  i)(p  —  m), 

c'est-à-dire 

/|  «r  +  2//?. 

Ici  m  =  i;  donc  4'"2+  2/«  =  G. 

Ainsi,  si  /r'.v  rfeaa;  orbites  sont  circulaires  et  les  deux  excentricités 
nulles  et  si  l'on  développe  la  fonction  perturbatrice  suivant  les  sinus 
et  cosinus  des  multiples  des  anomalies  excentriques  qui  se  confondent 
alors  avec  les  anomalies  moyennes,  les  coefficients  sont  des  fonctions 
transcendantes  des  éléments;  mais  ils  dépendent  au  plus  de  six 
transcendantes  distinctes. 

Tenons  compte  maintenant  de  la  double  symétrie  du  polynôme  F; 
il  ne  change  pas,  ni  quand  on  permute  x  et  y-,  ni  quand  on  change 

x  en  -  et  y  en  —  • 

X        •  y 

Pour  que  ces  deux  changements  n'altèrent  pas  l'intégrale  double 


ff 


\\dxdv 


il  faut  et  il  suffit  qu'ils  n'altèrent  pas  non  plus  le  polynôme 
l\  =  xyl\. 

Si  II  est  un  polynôme  présentant  cette  double  symétrie,  et  si  H  peut 
se  mettre  sous  la  forme  (23),  nous  aurons 

en  posant 

P'  =  xyP,         Q'  =  xyQ. 

Si  H'  a  celte  double  symétrie,  on  pourra  toujours  supposer  que  1"  m' 


si  H    LES    PÉ1UODES    1  « K S    INTÉGRALES     DOUBLES.  26  "i 

change  eD  —  P',  et  que  Q'  se  change  en  —  Q'  quand  x  et  y  se  chan- 

erenl  en  -  et  —  j  et,  d'autre  part,  que  V  se  change  en  Q   ci  (  )'  en  I'  . 

quand  on  permute  x  et  y. 

Cela  se  démontrerait  comme  plus  haut. 

Le  polynôme  Fesl  de  degré  wî(je  veux  dire  par  là,  comme  plus  haut, 

€ | ii'i  1  est  de  degré  m  par  rapport  à  x  el  — j  d'une  pari  ;  par  rapport  à  \ 
el  — i  d'autre  part). 

Si  P'  et  Q'  sont  d'ordre  p,  II'  scia  d'ordre  q  =  p  +  iw. 
Il  y  a 

(?  +  i)2  =  (/>  +  ™  +  1)2 

polynômes  II'  de  degré  y  présentant  celte  symétrie. 
Il  y  aura,  d'autre  part, 

2J0*  -f-  2j0 

polynômes  P'  de  degré  y  se  changeant  en  —  P'  quand  x  ety  se  chan- 
genl  en  -  et  — •  A  chaque  polynôme  1'  correspondra  un  polynôme 

Q'{x,y)=P'(y,x). 

Il  v  aura  donc  ip2-\-  ip  expressions  (  28  ).  Il  reste  à  savon-  s'il  11  \  ,1 
pas  entre  elles  des  relations  de  la  forme 

d    P'\  F         d    Q'\  P 
—  H -^-* —  =  o 

dji-       y  dy       '' 


Q'^F—   -PVF^  =  rf(S'Fi  '. 


/ 


v    ~~  il.r  1   7l './■  ' 

,v  /  W/S'  3   rfFcA 


On  voit  que  S  sera  un  polynôme  d'ordre  p  —  m  :  ce  polj  nome  change 
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de  -lune  quand  on  permute  x  eïy  ;  il  ne  change  pas  quand  on  change  x 


i'ii  -  et  y  en  (  — 

Il  y  aura  donc  autant  de  relations  analogues  aux  relations  (26)  qu'il 
y  aura  de  polynômes  S'  de  degré  p  —  m  présentant  cette  symétrie, 
c'est-à-dire 

(p  -m)2. 

Le  nombre  de  nos  transcendantes  distinctes  est  alors,  d'après  un  cal- 
cul que  nous  avons  fait  bien  des  fois, 

(p  -h  m  -h  i)2—  2p-  —  ip  -h(/?  — w)% 
c'est-à-dire 

2  m 2  -+-  2  ni  -+-  1 . 
Si  /;/  =  1 ,  on  a 

1m'2  -+-  im  +i  =  5. 

Donc  les  coefficients  du  développement  de  la  fonction  perturba- 
trice dépendent  au  plus  de  cinq  transcendantes  distinctes,  quand 
/es  deux  excentricités  sont  nulles. 


Relation  avec  la  théorie  des  périodes  des  intégrales  doubles. 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  dire  comment  j'ai  été  conduit  à  ces 
résultats. 

Les  coefficients  cherchés  sont  des  périodes  de  l'intégrale  double 


m 


xa yb    (l  r      (/y 

T    y 


Soit  kab  le  coefficient  en  question;  envisageons  la  fonction 

*«,  ».i=i:A„f»'.//Pii^;_tjl 


cl  éludions  ses  variations  quand  on  fait  varier  /  et  u  et,  par  conséquent, 
sa  nature  analytique. 
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Quand  t  décrira  un  contour  fermé,  les  diverses  périodes  de  L'inté- 
grale douille  s'échangeronl  entre  «'Iles.  Les  nouvelles  déterminations 
de  (l'(  t,  u 1  seronl  donc  des  fonctions  linéaires  >\<^  anciennes.  En 
d'autres  tenues,  la  fonction  $(*,  u)  considérée  comme  fonction  de  / 
satisfera  à  un>'  équation  différentielle  linéaire  dont  les  coefficients 
seront  des  fonctions  uniformes.  I /ordre  de  cette  équation  sera  au 
plus  N,  si  \  est  le  nombre  des  périodes  de  l'intégrale  double. 

Déplus,  la  l'onction  sous  le  signe   /  /  étant  algébrique,  tout  point 

singulier  de  $(/,  m)  sera  un  simple  point  singulier  algébrique  ou  loga- 
rithmique. Donc  les  coefficients  de  l'équation  linéaire  seront  des  fonc- 
tions rationnelle-. 

(  )n  arriverait  au  même  résultat  en  considérant  $(/,  u)  comme  fonc- 
tion de  u;  ou  bien  en  supposant  entre  t  et  u  une  relation  algébrique 
quelconque. 

En  résumé,  la  fonction  $(/,  u)  et  ses  dérivées  par  rapport  à  /  el 
à  u  satisfont  à  deux,  ou  plusieurs  équations  linéaires  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  rationnelles  en  /  et  en  u. 

On  peut  même,  en  chassant  les  dénominateurs,  supposer  que  les 
coefficients  des  écpiations  linéaires  sont  des  polynômes  entiers  en  /  el 
en  u. 

Or,  on  sait  que,  si  une  fonction  satisfait  à  une  équation  linéaire  et 
si  l'on  connaît  les  premiers  coefficients,  tous  les  autres  peuvent  s'en 
déduire. 

Nous  devions  donc  prévoir  que  tous  les  coefficients  dépendraient 
d'un  nombre  fini  de  transcendantes  distinctes. 

M.  Féraud  a  présenté  dernièrement  à  la  faculté'  dr>  Sciences  de 
Paris  une  Thèse  où  il  se  proposait  d'étudier  la  valeur  approchée  des 
termes  de  degré  élevé  du  développement  en  modifiant  la  méthode  que 
j'.ii  exposée  dans  mon  livre  sur  les  Méthodes  nouvelles  de  I"  Méca- 
nique céleste. 

11  a  introduit  une  fonction  qui  présente  de  grandes  analogies  avec 
celle  que  je  viens  d'appeler  $(7,  m);  il  montra  en  même  temps  le  lien 
qu'il  n  avait  entre  l'élude  de  cette  fonction  el  celle  des  périodes  des 
intégrales  doubles. 

Je  fus  ainsi  c luit  à  penser  a   l'analogie  étroite  qu'il  devait   \ 
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avoir  entre  la  théorie  des  périodes  des  intégrales  doubles  et  celle  des 
périodes  des  intégrales  simples;  je  pensai  en  particulier  an  Mémoire 
de  M.  Fuchs,  du  Tome  83  du  Journal  de  C  relie,  au  sujet  de  l'équation 
linéaire  à  laquelle  satisfont  les  périodes  de  l'intégrale  elliptique.  11  est 
évident  que  l'intégrale 


f- 


des 


(i  —  tx)\/(i  —  ^2)(i  —  A-u-1) 

doit  satisfaire  à  une  équation  analogue  et  cjue  l'étude  de  cette  équa- 
tion conduirait  immédiatement  aux  relations  de  récurrence  bien  con- 
nues entre  les  coefficients  b  de  Laplace. 

Mais  la  théorie  de  ces  coefficients  de  Laplace  n'est  pas  autre  chose 
que  celle  du  développement  de  la  fonction  perturbatrice,  quand  les 
deux  excentricités  et  l'inclinaison  sont  nulles. 

On  peut  donc  prévoir  que  le  même  procédé,  appliqué  aux  intégrales 
doubles,  donnera  des  relations  de  récurrence  analogues  entre  les  coef- 
ficients du  développement  quand  l'inclinaison  n'est  pas  nulle. 

On  remarquera  également  que  la  théorie  qui  remplit  les  pages  pré- 
cédentes est  une  généralisation  toute  naturelle  de  la  réduction  des 
intégrales  hyperellip tiques,  réduction  qui  aboutit,  comme  on  sait,  à  la 
distinction  des  intégrales  de  première,  deuxième  et  troisième  espèce. 

On  peut  donc  entrevoir  une  relation  entre  le  nombre  des  périodes 
et  celui  des  intégrales  de  première  et  de  deuxième  espèce,  ainsi  que 
cela  a  lieu  pour  les  intégrales  hyperelliptiques  et  abéliennes. 

Ce  n'est  pas  tout;  reprenons  le  coefficient  du  développement  qui  est 
représenté  par  l'intégrale 


ff 


v  F    *   y 


Cette  intégrale  peut  être  regardée  comme  une  fonction  des  coeffi- 
cients de  F  (et  par  conséquent  des  éléments  du  mouvement  elliptique). 
Mais  quand  ces  coefficients  varieront  et  après  avoir  décrit  des  contours 
fermés  reviendront  à  leurs  valeurs  primitives,  les  périodes  de  l'inté- 
grale double  ne  feront  que  s'échanger  entre  elles.  C'est  le  même  rai- 
sonnement que  plus  haut  et  le  résultat  est  le  même;  notre  intégrale, 
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considérée  comme  fonction  de  l'un  des  éléments  elliptiques,  satisfera 
à  une  équation  linéaire  à  coefficients  rationnels. 

Tenu  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  aux  développements 
procéda  ni  suivant  les  anomalies  excentriques.  Passons  au  ras  des 
développements  procédant  suivant  les  anomalies  moyennes. 

I  n  coefficient  quelconque  sera  donné  par  l'intégrale 

«•  s=ffweV{'  :'    '    :  <^-^)(W +  ;?)''""' ; 

e  désigne  la  base  des  logarithmes  népériens,  i  et  e'  les  deux  excentri- 
cités. C'est  la  présence  du  l'acteur  transcendant 


?(-è)^0  ï) 


=  X 


qui  empêche  que  les  résultats  précédents  soient  immédiatement  appli- 
cables. C'est  ce  que  j'appellerai  le  facteur  exponentiel. 

Nous  voyons  que  les  deux  entiers  a  et  b  figurent,  d'une  part,  dans 
le  facteur  .r"j6et,  d'autre  part,  dans  le  facteur  exponentiel;  d'autre 
part,  les  deux  excentricités  e  et  i  figurent  dans  le  facteur  exponentiel 
et  en  dehors  de  ce  facteur. 

Si  nous  posons 

ai 

i 

le  l'acteur  exponentiel  devient 


et  si  nous  considérons  t.  t',  c,  i\  a,  b  comme  des  variables  indépen- 
dantes, ce  qui  ne  l'ait  qu'étendre  la  généralité,  t  et  -.'  n'entrent  que 
dans  le  facteur  exponentiel,  et,  au  contraire,  e,  z  .  a  et  b  ne  figurent 
qu'en  dehors  de  ce  facteur. 

Cette  convention  simplifiera  l'énoncé  des  résultats. 

On  sait  que  si  l'on  pose 


u  =  j  ezxf(x)dx, 
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et  si/(.r)  satisfait  à  une  équation  différentielle  de  la  forme 
la  fonction  u  satisfera  à  l'équation  conjuguée 

2(-irAâ£<j*a)=o, 

pourvu  que  le  chemin  d'intégration  soit  convenablement  choisi,  et  en 
particulier  si  l'intégrale  définie  u  est  une  période  de  l'intégrale  indé- 
finie. 

Soit  de  même  V  une  période  de  l'intégrale  double 


v  =  yy>+"v/0,  y)  dxdr- 


Si  la  fonction  f(x, y)  satisfait  à  une  ou  plusieurs  équations  linéaires 
de  la  forme 

d,„+nf 


(2)  2A*°y 


dxmdyn 


la  période  V  satisfera  aux  équations  correspondantes 

(3)  2A(-.r'rf-^£^=o. 

Or,  si  /"est  une  fonction  algébrique  quelconque  de  x  el  de  v,  /'sa- 
tisfera ta  deux  équations  linéaires  à  coefficients  rationnels  en  x-  et  y. 
Donc  V  satisfera  de  même  à  deux  équations  linéaires  à  coefficients 
rationnels  en  r  e1  u. 

Cela  peut  d'abord  s'appliquer  à  la  recherche  des  relations  de  récur- 
rence entre  les  coefficients  du  développement  de  —  >  recherche  qui 

V'F 

nous  a  occupés  dans  les  paragraphes  précédents. 

En  effet,  la  fonction  -J=  étant  algébrique,  l'intégrale 
V/F 
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satisfera  à  deux  équations  analogues  à  l  3).  De  ces  équations  il  esl 

aisé  de  déduire  des  relations  de  récurreni atre  les  coefficients  du 

développement  de  \  suivanl  les  puissances  de  *a«*.Or  le  coefficieni  de 


a  !  b  ! 
est  précisément  l'intégrale 


ff 


!  i  (h 


c'est-à-dire  l'un  des  coefficients  du  développement  cherché  de  -'  ■ 

\  i 
D'autre  pari,  posons 


l'intégrale  (i)  pourra  s'écrire 

J=yje**"*(Ç,ïj)rfÇrf?i; 

([>(?,  Y])  est  une  fonction  algébrique  de  ç  et  de  yj.  Donc  .1.  considéré 
comme  fonction  de  i  et  de  x',  satisfait  à  deux  équations  de  la  forme  (3). 
Mais  on  peut  encore  mettre  l'intégrale  J  sous  une  autre  forme  où  le 
même  résultat  apparaîtra  d'une  façon  non  moins  évidente.  L'inté- 
grale .1  peu!  être  regardée  comme  un  cas  particulier  de  la  suivante 


IF 


-TJ—-Z    /  dx  d) 

■>?(■<■,>- >-^r 


où  ?(•''.  y)  est  une  fonction  rationnelle  de  a?  et  de  v  et  où  ~.  xn  x  .  x\ 
sont  regardées  comme  des  variables  indépendantes  entre  elles,  el  indé- 
pendantes également,  d'après  la  convention  faite  plus  haut,  de  ;  el  ; 
qui  continuent  à  figurer  dan-  ip  et  dans  F. 
On  retrouve  l'intégrale  .1  en  faisant 
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Nous  voyons  ensuite  qu'à  un  facteur  constant  près  cette  intégrale 
est  une  période  de  l'intégrale  quadruple 


/■ 


1  Ta-+TlXl+T.  ,+:ll|  od.r  dy  d.r,  dyt 


y 

ou  encore  une  période  de  l'intégrale  quintuple 

a>  dx  dy  dxt  dyx  dz 


f< 


<-z)(y>  +  y 


Je  regarderai  cette  intégrale  comme  un  cas  particulier  de  la  suivante 

srf.r  dy  doet  dyx  d: 


(4)         •      y*«-«.*.-^r-«JJr.+»_ 


(-■p— )(-k+i)(î 


L'intégrale  se  trouve  ainsi  mise  sous  la  forme  convenable.  Sous  le 
signe  /  nous  avons  le  produit  d'un  facteur  exponentiel  et  d'une  fonc- 
tion  algébrique  (et  même  rationnelle)  des  cinq  variables  x,  y,  x,, 

y»  s- 

Donc  l'intégrale  considérée  comme  fonction  de  t,  t4,  t',  t',  et  u 
satisfera  à  cincj  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  ration- 
nels. 

Toutes  les  dérivées  partielles  des  différents  ordres  de  cette  intégrale 
par  rapport  à  t.  t,,  ~ ',  -.\  et  u  peuvent  s'exprimer  linéairement  à  l'aide 
d'un  nombre  fini  d'entre  elles;  et  cela  par  le  moyen  de  ces  cinq  équa- 
tions différentielles  et  de  celles  qu'on  en  déduit  par  différentiation  (je 
reviendrai  tout  à  l'beure  sur  ce  point  ). 

Donc,  si  nous  considérons  les  intégrales 

C  it  <s>dxdy dx.dy.dz  „    h    „     ».    ,. 

où  H  =  ix  +  t,x,  +  ~'y  -+-  ~\y,  -t-  uz  et  où  a,  l>,  c,  at,  b,  sont  des 
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entiers,  toutes  ces  intégrales  peuvent  s'exprimera  l'aide  d'un  nombre 
fini  d'entre  elles. 

Reprenons  maintenant  l'intégrale  (  'i  t.  Amis  venons  de  la  considérer 
comme  fonction  des  x  el  il»'  u\  mais  nous  regarderons  maintenant  u  el 
les  t  com les  constantes  et  nous  ferons  varier  les  éléments  ellipti- 
ques (el  entre  autres  z  et  i")  dont  dépend  la  partie  rationnelle  de  la 

fonction  sous  le  signe  /  • 

La  dérivée  de  J  par  rapporta  l'un  de  ces  éléments,  ou  une  dérivée 
partielle  d'ordre  quelconque  de  J  par  rapport  à  ces  divers  éléments, 
sera  de  la  forme 

où  '-"  représente  le  facteur  exponentiel  et  où  P  est  un  polynôme  en  x, 
y,  -  et-- 

x         v 

De  même  que  l'intégrale  (i)  a  été  ramenée  à  l'intégrale  (  j  ),  île 
même  celle  intégrale  (  6  )  se  ramènerait  à  une  combinaison  d'intégrales 
de  la  forme  (5). 

Donc  les  diverses  dérivées  partielles  de  J  peuvent  s'exprimer  a  l'aide 
d'un  nombre  fini  d'entre  elles. 

Un  dernier  point  que  j'avais  réservé  reste  à  examiner.  Snil  l'inté- 
grale douille 

«-)  J  =fffe<*+">™-R(x,y,z)dxdydz, 

où  I!  est  rationne]  en  ./-,  y  el  s;  je  dis  que  les  dérivées  partielles  de  J 
par  rapport  à  /,  à  u  et  à  p  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  d'un  nombre  fini 
d'entre  elles. 

J'ai  énoncé  plus  liant  cette  propriété,  san--  la  démontrer,  en  ce  qui 
concerne  l'intégrale  (  'i  );  établie  pour  l'intégrale  triple  (  7  ),  elle  s'éten- 
drail  évidemment  à  l'intégrale  quintuple  1  1  l.  Soil 


V  el  Q  étant  des  polynômes. 


«  =  5- 
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I!  satisfera  aux  équations  différentielles 


PQ 
PQ 


dx 


R(Q 


dx 


fl.r  / 


dy 


\y  dy  dy  )  dx  ~  dy  X^-  dx 


dQ 

dx 


dR  dR  dR 

dx  dy  dz 

dP  dP  dP 

dx  dy  dz 

dQ  dQ  dQ 

dx  dy  dz 


Cherchons  à  former  les  équations  correspondantes  auxquelles  satis- 
fait .1  et  qui  se  déduisent  des  premières  comme  l'équation  (3)  se  déduit 
de  l'équation  (2). 

A  chaque  polynôme  en  x,  y,  z  correspondra  un  opérateur. 

Au  polynôme 

correspond  l'opérateur 


Soil 


V    A  ( .Nro-m+p      dm+n+P 

jLd       y  '  dl'"du"di>>' 

A,     A„     A2,     D,,     D2,     D, 


les  opérateurs  qui  correspondent  aux  polynômes 


PQ, 


*.=«£ 


ldQ) 

dx 


S2  =  Q^ 

dy 


PffQ 

dy' 


T    _  dP  dQ  _  dP_  dQ  T    _  dP  dQ  _  dP  dQ 

1         dy    dz  dz  °dy  -        dz    dx         dx  (h  ' 

T  _  dV  dQ       dP  dQ 

dx  dy        dy  dx 
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Mois  les  équations  auxquelles  satisfait  .1  s'écrironl 


(8) 


A(*J)=A,J, 
Ai  ui  |  =A,J, 

A,,  ul  )  =  A,i  a  », 
D,(fJ)+  l),(//.l  >+  D.le.l  ) 


Pour  démontrer  ijue  toutes  les  dérivées  de  .1  d'ordre  suffisamment 
élevé  peuvent  s'exprimera  l'aide  des  dérivées  d'ordre  moindre,  il  suf- 
fira de  montrer  qu'une  combinaison  linéaire  quelconque  des  dérivées 
il  ordre  M  peul  être  regardée  comme  obtenue  de  la  façon  suivante. 

Parmi  les  équations  que  l'on  peut  déduire  des  équations  (  S  i,  par 
différentiation,  distinguons  celles  qui  sont  d'ordre  M. 

Soient 

H,  =  o,         H,  =  o,  ...,         HK=o 

ces  équations.  Soient   II,.  II 1 1 K  les  termes  de  II,.  II., Il,, 

qui  contiennent  des  dérivées  d'ordre  M. 

Je  dis  ipie  toute  combinaison  linéaire  des  dérivées  d'ordre  M  de  la 
fonction  .1  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

3,II,4-3JlJ4-...+  ?Kl[K, 

les  j  étant  des  fonctions  de  /,  //,  v. 

Les  termes  de  l'ordre  le  plus  élevé  des  équations  i  8  )  sont 

/a.i.    «aj,    ua'.j  —  *a;j, 
*d;j  +  «d;j  +  ri)  ;.i. 

où  A',  A',,  A!,,  D't,  D!,,  D'3  représentent  les  opérateurs  obtenus  en  con- 
servant les  dérivées  de  Tordre  le  plus  élevé  dans  les  opérateurs  A. 

A ;  ils  correspondent  respectivement  aux  polynômes  I'  <N>  .  S  .  S 

T'(,  T,,  T',  obtenus  eu  conservant  dans  les  polynômes  PQ,  S,.  S2,  T, 
T;,  T:l  les  termes  du  degré  le  plus  élevé. 

Dans  une  équation  d'ordre  M  obtenue  en  différentianl  et  combinant 
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les  équations  (8),  les  termes  d'ordre  M  seront  de  la  forme 

j  ^,/n.AJ  +  pa(«nsA',J  —  tn^XJ  ) 
I     +  pI(/n,D',j  +  «n,D;j  ■+-  pdsd;j), 

où    ,3,,    (3,,   ^3  sont    des    fonctions,  □■,  D-,  D3  des   opérateurs  quel- 
conques. 

Ce  qu'il  s'agit  de  démontrer,  c'est  que  toute  combinaison  des  déri- 
vées d'ordre  M  peut  se  mettre  sous  la  forme  (9),  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  que  tout  polynôme  homogène  d'ordre  M  en  x,  y  et  ;  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

P.ifq'V.+  P.v^ms;-  «s;)+p3vs(/t;-i-«t;  +  pt;), 

<>ù  V,,  V2,  V3  sont  des  polynômes  arbitraires  correspondant  aux  opé- 
rateurs □,,  □,,  Ds. 

Or,  pour  cela,  il  suffit  que  les  trois  polynômes 

PO/,      as;-*s;,      ^t;  +  «t; + pt; 

ne  puissent  s'annuler  à  la  fois. 

C'est  justement  ce  qui  a  lieu  quand  on  attribue  des  valeurs  quel- 
conques aux  trois  indéterminées  /,  u  et  c  et  quand  les  polynômes  P 
et  Q  sont  les  plus  généraux  de  leur  degré. 

Le  théorème  démontré  quand  les  polynômes  P  et  Q  sont  les  plus 
généraux  de  leur  degré  sera  vrai  (et  pourrait  se  démontrer  par  pas- 
sage à  la  limite)  pour  des  polynômes  quelconques. 
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Sur  une  série  de  groupes  primitifs  holoédriquement  isomorphes 
à  des  groupes  plusieurs  fois  transitifs; 

Par  M.  Ed.   MAILLET, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Soit  S  un  groupe  symétrique  on  alterné  de  n  éléments  a,,  </2,  ..., 
aa(n  ^>  1)-  O'1  sa'1  '  '  >  (Iue  '*'  groupe  Ga  formé  par  les  substitutions 
<juc  S  opère  entre  les  C*  combinaisons  a  à  a  des  n  éléments  (  i  <[  a  <^  -  ) 

est  primitif. 

Soit  C  un  sous-groupe  de  S,  de  degré  //,  k  fois  transitif;  onsait(2  ), 
et  Ton  voit  de  suite,  cpie  C  opère  entre  ces  C*  combinaisons  un  groupe 
Ta  de  substitutions,  transitif  si  A  =  a,  T7  étant  un  sous-groupe  de  G„. 
On  peut  se  demander  si  rœ  est  primitif. 

Soit  \  le  sous-groupe  des  substitutions  de  \y  laissant  immobile  la 
combinaison  a,,  a2,  ...,  aa,  D  le  sous-groupe  correspondant  de  C; 
D  est  formé  des  substitutions  de  C  tjui  permutent  exclusivement  entre 
elles  les  lettres  ot,  (i2,  ...,  a%.  C  étant  supposé  h  fois  transitif,  avec 
k  >a,  D  opère  entre  ces  k  lettres  les  substitutions  du  groupe  symétrique; 

(')  Journal  de  Mathématiques,  p.  \G;  1895. 

1  '■)  Voir  /?«//.  Soc.  math..  1896,  notre  /Vote  sur  les  groupes  de  substitutions 


2"^  ED.     MAILLET. 

de  plus  les  sous-groupes  de  C  et  D,  formés  des  substitutions  de  (  I  el  1 1 
respectivement  laissant  immobiles  ces  a  lettres,  coïncident  et  forment 
un  groupe  E,  k  —  a  fois  transitif,  par  suite  transitif  si  h  >  a  -+-  i ,  et  pri- 
mitif si  k^7.  -t-  2.  Fa  n'est  qu'une  fois  transitif,  en  général,  comme  Ga 
qui  le  contient  ('). 

Nous  savons  (2)  que  Fa  sera  primitif  à  la  condition  nécessaire  el 
suffisante  que  ^a  soit  maximum  dans  Fa,  ou  D  maximum  dans  C.  11 
suffit  donc  de  voir  si  le  groupe  dérivé  de  D  et  d'une  substitution  quel- 
conque U  de  C,  non  contenue  dans  C,  coïncide  avec  C. 

La  substitution  U,  n'appartenant  pas  à  D,  permute  une  des  lettres 
<7,,  o.,  ...,  <7a  avec  une  des  n  —  a  autres  lettres,  et  le  groupe  F, 
dérivé  de  D  et  de  U,  sera  transitif  entre  les  n  lettres,  si  D  l'est  entre 
les  n  —  a.  lettres  aa+l,  ...,  a„,  c'est-à-dire  si  fr>a-f-r,  ce  que  nous 
supposerons. 

Si  F  n'est  pas  primitif,  il  admettra  une  répartition  de  ses  lettres  en 

systèmes  de  non-primilivité  i  à  i  avec  i  <  i<  -,  et  i  divise  n.  Considé- 
rons dans  F  le  sous-groupe  L  des  substitutions  de  F  laissant  a.j  immo- 
bile :  L  permutera  exclusivement  entre  elles  les  lettres  du  système  de 
non-primitivité  auquel  appartient  ay.  Si  l'on  prendy  <a,  L  contiendra 
le  sous-groupe  des  substitutions  de  D  laissant  «y  immobile,  lequel 
opère  entre  les  lettres  a,,  a2,  .  ■ .,  aa  autres  que  Uj  les  substitutions  du 
groupe  symétrique  de  a  —  i  éléments,  et,  par  suite,  le  groupe  E. 
Donc  L  permute  transitivement  ces  a  —  i  lettres  (sauf  si  a  =  2,  mais 
les  raisonnements  qui  suivent  restent  applicables)  :  si  une  seule  d'entre 
elles  appartient  au  même  système  de  non-primilivité  que  a,-,  elles  lui 
appartiennent  toutes,  et  i ">  oc.  Si  une  des  lettres  déplacées  par  E  appar- 
tient au  même  système  de  non-primitivité  que  «,,  avec  y  5  a,  toutes  les 
lettres  de  E,  qui  est  ici   transitif,  lui   appartiennent,  el   il   faudrait 

n  —  a<C_iS-)  résultat  absurde,  en  supposant  ici  a<-(3).  On   en 

(')  Journal  de  Mathématiques,  p.  20;  1896. 

(!)   \Y.  Dïck,  Math.  Ami.,  t.  XX  et  XXII,  el  noire  Thèse  de  Doctoral,  p.  iN. 

1  )  Il  n'v  a  pas  d'intérêt  à  "supposer  a>— ,  car  à  toute  combinaison  des 
n  lettres  *  à  2  en  correspond  une  autre  formée  des  /(  ■ —  <z  autres  lettres,  et  les 
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conclut,  puisque  i \  2,  que  les  Lettres  a, ,  u  , aa  forment  un  système, 

et  que  i  =  a. 

Les  lettres  de  E  formeront  alors  un  certain  nombre  de  systèmes,  el 
il  faudra  :  t°  que  i=  a.  divise  n\  20  que  E  admette  une  répartition  de 
ses  lettres  y  à  y,  ce  qui  est  impossible  si  E  est  primitif.  Il  en  résulte  : 

Y  est  primitif  :  1  "  quand  k  ^>  y.  et  que  y.  m-  divise  pas  n  ;  2"  quand 
k^>y.  i'l  que  E  est  primitif  nu  n'admet  pas  ///te  répartition  de  ses 
lettres  y.  à  y.  :    ï"  par  .suite  quand  k  5  a  -I-  2. 

Supposons  E  primitif  :  Eest  de  degré  //  —  a  et  transitif  entre  />  —  y 
lettres. 

Si  I-]  est  primitif  entre  ces  lettres,  on  sait  (')  que  F  est  au  moins 
y.  -+-  1  fois  transitif  entre  «lettres  :  le  sous-groupe  des  substitution-  de  I 
laissant  immobiles  a,,  e/2,  . . .,  aa  est  E,  en  sorte  que  E  et  C  sont  de 
même  ordre,  ce  qui  entraîne  F  =  C;  dans  ce  cas  D  est  maximum 
dans  C,  et  ra  est  primitif:  il  en  est  ainsi  en  particulier  quand  Eesl 
deux  fois  transitif  entre  ses  n  —  y.  lettres,  c'est-à-dire  quand  k  =  y.  -+-  2. 

Si  K  n'est  pas  primitif,  et  A •  =  a  -t-  1,  on  sait  (2)  que  F  renferme  un 
groupe  F,  deux  fois  transitif  de  degré  p,  -+-  p.,  -+-...+  p^ ■+- 1  =  P,  avec 

n  -  *=/;,  >/>,>... >/v>  1. 

p,  =  n  —  y.  étant  un  multiple  de  p2,  p.,  un  multiple  de  p3,  . . .,  el  F, 
renferme  des  sous-groupes  transitifs  de  degré pt,  p,  -+- p«,  p,  +/),-!-//„ 
■•  ■)/>!  +J5a  +  -  ••  -+- 7V-+- 1  =  P»  dont  chacun  est  contenu  dans  le  sui- 
vanl .  el  I'    //.  d'où 

(1)  a>/>_.  -h  p3  4-.  .  .-hpv  .-f-  1,  et         p,<ix—i. 


deux  groupes  ra  et  T„_a  correspondants  coïncident  à  la  notation  près.  Si  ?.  =  - 

<jx  n'est  pas  primitif,  et  ra  non  plus  :  d'ailleurs  C  ne  pourrait  en  général  êtr 

—  fois  transitif  sans  contenir  le  groupe  alterné. 

(')  Journal  de  Mathématiques!  p.  383;  1871. 

(!)  Journal  de  Mathématiques,  p.  384-38g;  1871,  ou  p.  20;  1895 
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On  en  conclul  d'ailleurs  que  F  est  au  moins  //  —  P  -+-  2  fois  tran- 
sitif. 

Si  (A  =  1 ,  F  étant  a  -+-  1  fois  transitif  coïncide  avec  C,  et  ra  est  pri- 
mitif. On  n'a  d'ailleurs  u.  >  1  que  si  p.,  =  2.  :  ra  ne  peut  donc  être 
imprimitif  que  si  p.,  est  égal  à  un  des  nombres  2,  3,  . . .,  on  a  —  1 ,  et, 
a  fortiori,  que  si  n  —  a  possède  un  diviseur  >  1  égal  à  un  de  ces 
nombres,  c'est-à-dire  n'est  pas  premier  à  (a  —  1)!  Donc  : 

Si  F  est  primitif,  il  coïncide  avec  C  :  1"  quand  A •>  a  +  1  ; 
20  quand  k  =  a  +  1,  s?  «  —  a  es/  premier  à  (a  —  1) !. 

Rapprochant  ce  résultat  du  résultat  trouvé  précédemment,  on  con- 
clul : 

Théorème  I.  —  So//  C  ««  groupe  k  fois  transitif  entre  n  lettres, 
ra  l'isomorphe  holoédrique  de  C  formé  par  les  substitutions  que  C 
opère  entre  les  combinaisons  a  «  a  c?e  .ses  lettres,  avec  a  <  A .  ra  sera 
primitif  : 

1  °   Quand  k  >  a  +  1  ; 

20  Quand  k  =  a  -+-  1 ,  e/  y«e  /'ora  «  «  /a  /"ow  /c  —  a  premier  à 
(a  —  1)!  eJ  ^o  (mod.  a). 

Par  exemple,  si  a  =  2,  T2  sera  primitif  si  C  est  quatre  fois  transitif, 
ou  s'il  ne  l'est  que  trois  fois,  mais  que  n  est  impair;  si  a  =  3,  T3  sera 
primitif  si  C  est  cinq  fois  transitif,  ou  s'il  ne  l'est  que  quatre  fois,  mais 
que  n  —  3  est  impair  et  premier  à  3,  c'est-à-dire  n  de  la  forme  6/>  -+-  2 
ou  6/1  -+-  4;  si  a  est  quelconque,  et  si  or,,  et2,  . . .,  cr.  sont  les  diviseurs 
premiers  de  a!,  Ta  sera  primitif  si  /i  î:  a  4-  2,  ou  si  A'  =  a  ■+-  r  et 
//  —  a  =  /îô,  o2  . ..  0,+  /»,  /  étant  un  entier  quelconque,  et  m  un 
entier,  positif  ou  négatif,  premier  à  sr,,  nr2,  . . .,  nrz. 

II.  —  Applications. 

Premier  cas.  —  C  est  un  groupe  symétrique  ou  alterné. 

C  est  alors  au  moins  n  —  2  fois  transitif,  et  l'on  peut  prendre 
A  =  n  —  2 ;  si  a  <[  ->  on  a,  en  général,  B-2^a  +  2,  sauf  pour  de 
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petites  valeurs  de  //;  on  retrouve  ainsi  le^  isomorphes  holoédriques  el 

primitifs  de  la  deuxième  catégorie  (')  des  groupes  symétriques  ou 
alternés. 

Deuxième  cas.  —  C  est  un  des  groupes  <in</  fois  transi/ifs  <h 
Mathieu  {■). 

On  a  m  =  12  ou  «  =  24;  le  théorème  I  montre  de  suite  que  les 
groupes  r2  et  T3  correspondants  sont  primitifs. 

C  contient  ici  un  groupe  C  quatre  fois  transitif  formé  des  substitu- 
tions de  C  qui  laissent  une  même  lettre  immobile,  <le  degré  i  i  ou  23, 
et  pour  lequel  le  groupe  T.,,  analogue  à  Y ,.  est  primitif. 

Troisième  cas.  —  C  est  un  groupe  linéaire  fractionnaire . 
Nous  allons  établir  à  cet  égard  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Soi/  C  un  groupe  linéaire  fractionnaire  a1' ordre  z 

trois  fuis  transitif  dérivé  des  substitutions 

\r  az  "+" a  I  /         i 

V  =  |-7^^j  ,mml'/"- 

où  p  est  premier,  et  où  a,  a,  b,  (3,  s  sont  des  entiers  complexes 
formés  avec  une  racine  \  d'une  congruence  irréductible  de  degré  m, 
c'est-à-dire  de  la  forme 

J,  l'"-'  -+-  d7z!"--  -h.  ..-t-  dm  (  îiind.  p  ). 

où  '/,,  ■  ■  ■■  '/,„  sont  entiers  (  mod.  p  >.  /.'•  groupe  Y,  des  substitutions 
opérées  par  i'.  entre  les  combinaisons  2  à  2  de  ses  p'"  h-  i  lettres,  1  st 

un  groupe  primitif d 'ordre  z,  de  degré  — —  i  quand  p'n  >  5), 

<•/  c/c  élusse  — -i-i-i —  Si  /'  impair,  et  2"  "       s/  />  =  2. 


i1)  Journal  de  Mathématiques,  \<.  5  à  34;  1890. 
Tournai  de  Mathématiques,  is'ii   el  i8"3. 
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Je  dis  d'abord  que  I\  est  primitif. 

On  sait  que  V  sera  une  substitution  à  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante que  a(3  —  l>y.=âo  (mod.  p).  C  est  trois  fois  transitif  entre 
/>'"  -+-  i  lettres  représentées  par  p'"  indices  incongrus  (mod.  p)  et  par  oc. 

Ici  ii  —  a  =//"  —  i  n'est  premier  à  2  que  si  p  =  2.  Le  théorème  I 
montre  donc  que  T.,  est  primitif  quand  p  =  2,  mais  non  quand  p  est 
impair. 

Dans  ce  dernier  cas,  supposons  T.,  non  primitif:  si  l'on  prend  a,  =  o, 
a2=  30,  le  groupe  E  est  formé  des  puissances  de  la  substitution 

X  =  |z,  a'z\  (mod.  p), 

où  a'  est  une  racine  primitive  de  la  congruence  x>'"'~1  -1  =  0  (mod  p). 
Le  groupe  D  est  dérivé  de  E  et  de  la  substitution 

^  =    £,'-       (mod  y*  ), 

car  C  ne  contient  pas  de  substitutions  permutant  exclusivement  entre 
eux  o  et  oc  autres  que  celles  dérivées  de  X  et  de  Y.  E  étant  transitif 
cuire  n  —  2  lettres,  le  groupe  F,  dérivé  de  D  et  d'une  substitution 
quelconque  U  de  C  non  contenue  dans  D,  est  transitif  entre  n  lettres. 
Si  F  est  primitif  quel  que  soit  U,  E  étant  transitif,  on  a  ici,  d'après  (1), 
;v.  =  1  ;  F  coïncide  avec  C  et  r,  est  primitif.  Supposons  donc  F  non 
primitif  pour  une  valeur  de  U  convenablement  choisie  :  F  admet  une 
répartition  de  ses  lettres  en  systèmes  de  non-primitivité  de  2  lettres, 
d'après  ce  qu'on  a  vu,  et  o,  oc  forment  un  système.  Quant  aux  autres 
systèmes,  ils  seront  formés  chacun  des  lettres  d'un  cycle  de  la  substi- 
lution  |  ;,  —  z\  (mod/?);  car  E  étant  transitif  entre  les  n  —  2  lettres, 

autres  que  o  et  =0  qu'il  ne  déplace  pas,  est  transitif  entre  les  — 

systèmes  qui  les  contiennent.  E,   étant  formé  des  puissances  de  X-, 

n  —  2  ,  ...  ... 

opère   entre   ces  systèmes  une   substitution  circulaire  d'ordre 

n  —  2  v^T"       1  1    /        1  .  • 

— - — >  et  A  -  =  \z,  —  z\  (mod  p)  laisse  tous  ces  systèmes  immo- 
biles. F  ne  peut  donc  être  imprimitif  que  s'il  existe  une  substitution  U 
de  C,  non  contenue  dans  D,  et  qui  admette  la  répartition  o,  oc;  i,  —  /, 
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où  i  prend  loutes  les  valeurs  ^o  et  incongrues  entre  elles  (mod  p). 
Supposons  qu'il  en  soil  ainsi. 

I  n'est  pas  contenue  dans  D,  c'est-à-dire  n'esl  pas  d'une  des  formes 

Xi*  ou  YX*=  I  z,  CI  (mod  p). 

Soil 

U|  Cl,  Z  -+-  ï,    |        /  ,        , 

=  l  'm+pJ  (mod/j): 

U  ne  peut  permuter  entre  eux  o  et  oc;  il  remplace  o  par  i,  par  exemple, 
et  oc  par  —  i,  c'est-à-dire  que 

a ,  =  (3 ,  ? ,         a ,  =  —  & ,  i , 
U-=|g,»    M  +  Pi    1    (mod/,). 

De  plus,  si  U  remplace  y  par  A,  elle  remplace  — y  par  —  h  (en  sup- 
posant y  et  h  différents  de  o  et  oc),  et 

i-b\j\^=h,    i  bi+\=-h, 

d'où 

6;y2  -+-  3,  =  o     (mod  p). 

Cette  congruence  ne  pouvant  être  satisfaite  que  pour  deux  valeurs 
dey  dont  la  somme  est  =  o  (mod  p),  on  est  conduit  à  une  contradic- 
tion sipm~^>  5,  car  le  nombre  des  couplesy,  — y,  avecy  ^o,  auxquels 

sont  substitués  par  U  des  couples  de  même  forme,  est^- Donc  F 

ne  peut  être  imprimitif  si  p'"^>  5,  et  T2  est  alors  primitif. 

Pour  établir  complètement  le  théorème  II,  il  ne  reste  plus  qu'à 
déterminer  la  classe  de  T2. 

II  suffit  pour  cela  d'étudier  le  nombre  de  combinaisons  de  2  lettres 
de  C  laissées  immobiles  par  les  substitutions  de  C,  autres  que  l'unité, 
et  qui  laissent  immobile  une  combinaison  donnée,  par  exemple  la 
combinaison  0,0c.  Que  p  soit  pair  ou  impair,  ces  substitutions  sont 

Jouin.  île  Math.  (5"  série),  tome  III.  —  Fasc.  III,  l 'S-iT-  ^7 
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celles  de  la  forme 

W=\ztaiz\,         ou         V"=   z,  --  (modp), 

avec  a2^o  dans  V'  et  V"  et  a2^  i  dans  V. 

^  '  ne  peut  laisser  une  combinaison  i,j  immobile,  avec  i^j,  que  si 

i~a2i,        j  =  a,j, 
ou 

«  =  a2y,         y  =  <-/.,/. 

Dans  le  premier  cas,   i,  j  coïncide  avec  o,oc;  dans  le  deuxième, 
e  =  ai;?,  j^^aij  donne  a;;=  i.  Si  p  est  impair,  on  a  <z2= —  i  (mod/>), 

et  la  substitution  [  z,  —  z |  laisse  les  - — ■ combinaisons  o,  oo  et  i,  —  i 

immobiles.  Si  p  =  2,  le  deuxième  cas  donnerait  «,=  1,  et  V'  ne  laisse 
immobile  que  la  combinaison  o,  =c. 

\     ne  peut  laisser  une  combinaison  /,  j  immobile,  avec  i^j,  que 


J^T 


j  ' 


Dans  le  premier  cas,  «2=/2  =  a2  ne  donne  une  combinaison  que  sip 
impair  et  a2  résidu  quadratique  (m'od^).  Dans  le  deuxième,  ?y  =  a2; 
on  a  comme  solutions  toutes  les  combinaisons  i,  a2i~ ',  avec  1 ' ^  a2i~'  ; 

si  p  est  impair,  ces  combinaisons  sont  en  nombre  -— — quand  a2  est 
non-résidu  quadratique,  et  en  nombre quand  a.2  est  résidu,  en  y 

comprenant  la  combinaison  o,  ce  :  car  /(  =  a2i_l  donne  «  =  a2«~';  si 
p=  2,  ysa,,  avec  i^j,  a,  en  debors  de  la  solution  o,  00,  2'"—  2 
solutions,  ce  qui  ne  donne,  en  y  comprenant  la  combinaison  o,  oc,  que 
2'""1  combinaisons  distinctes. 

On  en  conclut  que  T2  renferme  des  substitutions  qui  laissent- 
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combinaisons  immobiles,  si  /'  impair,  et  2"1-1,  si  />  =  2,  et  qu'il  n'en 
contient  aucune,  à  part  l'unité,  en  laissant  davantage  immobiles.  La 

classe  de  F,  est  donc 


/'"'-'      „  _  P'"  +  '  _  (/>'"+  ')(/>'"—  0 
a      '  a  2 


si  /»  impair, 


-l-l  ,,:m-l 


SI  p  =  2. 

Le  théorème  II  est  ainsi  complètement  établi. 

Remarque.  —  Tout  groupe  linéaire  fractionnaire  C  considéré  au 
théorème  II  contient,  quand  p  est  impair,  un  sous-groupe  deux  fois 
transitif  d'ordre  moitié  moindre  C  dérivé  des  substitutions 

,r         j         az  +  a  I  . 

V=:    -.  /(.^?      (modp) 

pour  lesquelles  arfi  —  ba.  est  résidu  quadratique  (mod  p  ). 

/.'■  groupe  T',  correspondant  à  C,  formé  des  substitutions  opérées 
par  C  entre  les  combinaisons  /leur  à  deux  de  ses pm-h  1  lettres  est 

un  groupe  primitif  de  même  degré*— — pmqueYi,  de  mêmeclasse 

et  d'ordre  moitié  moindre  1  n7 //"  est  >  1 1). 

En  effet,  F2  est  transitif  et  contenu  dans  F2;  la  classe  de  T.,  es!  la 
même  que  celle  de  T.,,  car  la  substitution  V"=  1  z,  •-    |  mod  //  1,   où 

— aa  est  résidu  quadratique  (mod  p),  laisse  exactement- combi- 
naisons des  lettres  de  <  '.  2  à  2  immobiles,  en  sorte  que  la  classe  de  T., 
qui  n'est  pas  inférieure  à  celle  de  i\,  où  il  est  contenu,  est 

/>"+'  pm  _  P'"  +  '  _  />""  -  ■  t 
2      "  7.  2 

comme  celle  de  I\. 

1 1  reste  à  voir  seulement  si  T.,  est  primitif,  c'est-à-dire  si  le  groupe  I  >' 
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des  substitutions  de  C  qui  laissent  la  combinaison  o,  oc  immobile, 
groupe  dérivé  du  groupe  E'  des  puissances  de  la  substitution 

X2  =  |  z,  a'1  z  |     (mod  p) 
et  de 

Y'  =  |*,5|    (mod/,), 

où  —  a2  est  résidu  quadratique  (mod  p),  est  maximum  dans  C. 
Quand  p'"=^h-\-i,  c'est-à-dire  m  pair  ou  p  =  4A'-f-i,  on  peut 
prendre  a2  =  i ,  car  —  i  est  résidu  quadratique;  au  contraire,  quand 
p'"  =  4/  -1-  3,  a2  est  non-résidu  quadra tique. 

Le  groupe  E'  permute  transitivement  d'une  part  les  résidus,  d'autre 
part  les  non-résidus.  De  plus,  si  —  t  est  non-résidu,  il  en  est  de  même 
de  a2,  et  Y'  remplace  un  résidu  par  un  non-résidu,  en  sorte  que  D' 
opère  entre  les  n  —  2  indices  autres  que  o,  co  les  substitutions  d'un 
groupe  régulier.  Au  contraire,  si  —  1  est  résidu,  il  en  est  de  même 
de  a2,  et  D'  permute  transitivement,  d'une  part  les  résidus,  d'autre 
part  les  non-résidus.  Dans  les  deux  cas,  D'  est  formé  des  substitutions 
X-^et 

Y'X^=L-,^:|     (mod  p). 

Dans  le  deuxième  cas,  cette  dernière  substitution  laisse  immobile 
les  deux  indices  z,,  — z,,  racines  de  la  congruence  ;r  =  a2a'2 
(mod  p). 

Ceci  posé,  pour  établir  que  z3  est  primitif,  il  suffit,  d'après  ce  qui 
précède,  de  montrer  que  le  groupe  F',  dérivé  de  D'  et  d'une  substitu- 
tion quelconque  U  de  C,  autre  que  celles  de  D',  coïncide  avec  C, 
quel  que  soit  U. 

Supposons  qu'il  en  soit  autrement,  et  F'  <  C  Je  dis  d'abord  que  F' 
est  transitif  entre  les  n  indices. 

En  effet,  si  —  1  est  non-résidu,  D'  est  transitif,  d'une  part  entre  les 
indices  o,  00,  d'autre  part  entre  les  n  —  2  autres  indices,  et  toute  sub- 
stitution de  F'  qui  permute  exclusivement  entre  eux  d'une  part  o,  ao, 
d'autre  part  les  n  —  2  autres  indices,  appartient  à  D'.  Donc  U  rem- 
place l'un  des  indices  o  ou  co  par  un  des  n  —  1  autres  indices,  et  F' 
permute  transitivement  les  n  indices. 
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Si  —  1  est  résidu,  supposons  F'  non  transitif.  U  va  permuter  yz,  par 
exemple,  avec  un  résidu;  dès  lors  F'  va  permuter  o  et  »  transitive- 
ment avec  tous  les  résidus,  puisque  E'  les  permute  transitivement, 
mais  non  avec  les  non-résidus,  puisque  F'  est  intransitif.  F'  permute; 

donc  transitivement  o  avec  p    ~  '  +  2  =  p'"+    lettres,  el 

2  2 

2  22 

où  3e'  = ~X  est  l'ordre  du  groupe  des  substitutions  de  F'  laissant  o 

immobile  et  contenant  E',  et  divise  (/?'"+  \)pmP  ~ '  =G';  c'est- 
à-dire  que  p'"  -+-  3  divise  2. p'" (pm -h  1)  et  2p'"(p'"-\-  3),  par  suite  la 
différence  [\pm  et  4(/)'"+  3)  —  4/»™  =  I2>  d'où  p'"Sc),  ce  que  nous 
supposerons  ne  pas  avoir  lieu.  Donc  F'  est  transitif  pour  p'"  >  (y. 

D'après  un  théorème  connu  ('),  F'  étant  un  groupe  transitif  de 
classe  n  —  1  et  de  degré  n,  est  d'ordre 

f=  \(ptk  +  i)(q,/x  -h  1)  +  i](/>,A-  +  i)k, 
où 

«  =  (/>,  A  -h  i)(<7,  A-  n-  1)  -h  r , 

et  où  A-  est  l'ordre  du  groupe  K  des  substitutions  de  F'  qui  laissent  o 

et  ce  immobiles,  en  sorte  que  k  =  Ç';  si  l'on  a  p,  7^0,  d'après  t'= > 

l'on  ap,  =  2  ou/j,  =  1  ;  si/>,  =  2,  f=  s' contrairement  à  l'hypothèse 

F'  <  C;   si  p,  =  1,  p,k  -+■  t  =  1  +  ^-  = devrait   diviser 

n  —  1  =  />m,  ce  qui  est  absurde.  Donc/?,  =  o,  et 


f=(pm  +  i) 


Pm  — 


F'  admet  une  répartition  de  ses  indices  en  systèmes  de  non-primiti- 


(')  Voir  noire  Thèse  de  Doctorat,  p.  70. 


■iS8  ED.     MAILLET. 

vite  de  deux  indices,  le  sous-groupe  des  substitutions  de  F'  qui  laisse  o 
immobile  coïncidant  avec  E'  :  oct  x  forment  un  système  (  '  ). 

Si  maintenant  —  i  est  résidu,  la  substitution  Y'X2|i  laisse  immobile 
les  deux  indices  z,  et  —  z,,  racines  de  la  congruence  :'2=a.2a'-,  et 
déplace  tous  les  autres  indices;  par  suite,  la  répartition  est  formée  du 
système  o,  x  et  des  systèmes  i,  —  i,  où  i  prend  toutes  les  valeurs  ^  o 
et  incongrues  entre  elles  (mod/>).  En  raisonnant  comme  nous  l'avons 
fait  pour  C  et  T.,,  on  voit  qu'il  huit  pm<5. 

Si  —  i  est  non-résidu,  il  y  a  —  —  =  2/1  -+-  1  systèmes  :  la  substitu- 
tion X-  contient  dans  un  de  ses  cycles  les  résidus,  dans  l'autre  les  non- 
résidus  et  est  d'ordre  2//  +  1;  or,  si  un  système  comprenait  deux 
résidus,  y,,  y2  par  exemple,  il  y  aurait  une  puissance  de  X2  rempla- 
çant y,  par  y2,  par  suite  y2  par  y,,  et  de  la  forme  (yr,'2)  •■■■,  c'est-à-dire 
d'ordre  pair,  ce  cjui  est  impossible,  car  les  puissances  de  X2  sont 
d'ordre  diviseur  de  ih-\-i.  Donc,  chaque  système  autre  que  o,co 
comprend  un  résidu  et  un  non-résidu  :  si  0  =  a'2k+{  est  le  non-résidu 
faisant  partie  du  même  système  que  1,  la  considération  de  X2  montre 
que  ces  systèmes  sont 

i,0;     a'-,  r/'20;     a'4,«M0;      ...;      a'2*,  a'^G;      .... 

Si  0  ;  —  1 ,  tout  système  autre  cjue  o,  ce  est  de  la  forme  i,  —  i  :  on 
peut  encore  raisonner  comme  nous  l'avons  fait  pour  C  et  T.,;  il  faut 
pm^5. 

Soit  G  ^  —  1  ;  le  raisonnement  est  encore  analogue  :  U  n'est  pas 
d'une  des  formes  \2|A  et  VX2|i.  Soit' 

a>  ec 

a,.p,  —  è)a,^As     (mod/j). 

\        l    remplace  o  par  i  et  =c  par  0/,  avec  i  différent  de  o  et  de  00,  ou  o 

('  )  Voir,  par  exemple,  notre  Thèse  de  Doctorat,  p.  18,  th.  VII  et  VIII,  et  Ann. 
Fac.  des  Se.  de  Toulouse:  1895,  D.  18,  th.  VII. 
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par  9i  et  w  par  i.  Ce  deuxième  cas  se  ramène  au  premier  en  posant 
Qi==i',  ô'^sO-',  j'=6"  '  i  8  / ,  et  il  nous  suffit  de  considéi  er  le  pre- 
mier cas.  On  tire  de  là 

Si  I  remplace  y  par  h,  elle  remplace  0/  par  0A  (  /  et  A  étanl  diffé- 
rents de  o  et  de  ce);  on  en  conclut  que  y  doit  satisfaire  à  une  con- 
gruence  du  second  degré  (mod  p)  ayant  au  plus  deux  racines,  aux- 
quelles correspondent  au  plus  deux  systèmes. 

De  même,  si  U  remplace/par  0/  ,  9y'parÀ'(j'et  //'  différents  de  o 
et  de  ce),  on  en  conclut  que  j  doit  satisfaire  à  une  congruence  du 
second  degré  (mod  p  ),  ayant  au  plus  deux  racines,  auxquelles  corres- 
pondent au  plus  deux  systèmes. 

Dès  lors,  le  nombre  des  systèmes  /,  0/,  avec  j  diffèrent  de  <>  el 
de  se,  auxquels  sont  substitués  des  systèmes  de  même  forme  étanl 

î    et   =  - —  — ,   on  a $4)    /J"'  =  lI>   c'est-à-dire,  puisque  ici 

p'"  =  4 h  -h  3 ,m  =  i,p  =  ']ouii. 

En  résumé,  F'  ne  peut  être  <  C  que  si  //"5  1 1,  el  l'on  en  conclut 
que  r",  est  primitif  quand  />'">•  n.  c.  q.  f.  d. 

Quatrième  cas.  —  C  contient  le  groupe  linéaire  fractionnaire . 

On  sait,  d'après  MM.  Mathieu  (')  et  Jordan  (2),  que  le  groupe 
linéaire  fractionnaire  considéré  au  théorème  II  est  contenu  dans  un 
groupe  de  même  degré  dérivé  de  lui  et  de  la  substitution 

W=|z,s''|     (mod/-. 

où  n  est  un  diviseur  arbitrairement  choisi  de  ///.  (  les  groupes  ne  diffè- 
rent de  ceux  considérés  au  théorème  II  que  si  /;/  >  n  i .  Les  groupes  I' 
correspondants  contiennent  les  groupes  I\,  donl  il  ''si  question  dan-  ce 


(')  Journal  de  Mathématiques;  1861. 

<  omptes  rendus  de  V  Académie  des  Sciences;  <s~'--   i'  sem.,  p.  1755 
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théorème  et  sont  de  même  degré,  par  suite  sont  a  fortiori  primitifs. 

De  même  pour  les  groupes  r2  correspondant  aux  groupes  des  sub- 
stitutions paires  des  groupes  C  précédents,  quand  p"'^>  1 1 . 

Cinquième  cas.  —  C  est  un  groupe  linéaire. 

On  voit  immédiatement  cette  propriété  : 

Les  groupes  linéaires  les  plus  généraux  de  degré  p'n  à  m  indices 
réels  (mod  p)  (p  étant  premier-)  opèrent  entre  les  combinaisons  2 
à  2  (et  3  à  3  si  p  =  2)  de  leurs  lettres  des  groupes  de  substitutions 
transitifs,  mais  non  primitifs,  si pm  ^>  3. 

Les  groupes  linéaires  en  question  contiennent  en  effet  un  sous-groupe 
invariant  (c'est-à-dire  permutable  à  leurs  substitutions)  de  degré  p'"; 
les  groupes  1%  ont  la  même  propriété  et,  comme  ils  sont  de  degré  CL 
(ou  de  degrés  C;m  et  C3im  respectivement  si  p  =  2),  ils  contiennent  un 

sous-groupe  invariant  intransitif,  si  p'"  <[  ->   c'est-à-dire   si 

p'"  <i  3,  et,  par  suite,  ne  peuvent  être  primitifs  ('). 

On  a  une  propriété  analogue  pour  les  groupes  linéaires  les  plus 
généraux  de  degré  />mv  dont  les  m  indices  sont  formés  à  l'aide  de 
racines  d'une  congruence  irréductible  de  degré  v. 

III. 

Soit  C  un  groupe  quelconque,  transitif  ou  non,  de  degré  n  et  de 
classe  u,  Ta\e  groupe,  transitif  ou  non,  des  substitutions  opérées  par  C 

entre  les  C*  combinaisons  a  à  a  des  n  lettres  de  C  (  1  <  a  <  -  )■  l\  est 

évidemment  contenu  dans  l'isomorphe  holoédrique  et  primitif  Ga  du 
groupe  symétrique  S  de  «  éléments  formé  par  les  substitutions  que  S 
opère  entre  ces  combinaisons.  Nous  allons  indiquer  le  moyen  de  déter- 
miner la  classe  de  Fa  et  donner  une  limite  inférieure  de  cette  classe; 
puis  nous  appliquerons  les  résultats  trouvés  au  cas  où  C  est  au  moins 


(')  Jordax,  Traité  des  Substitutions,  p.  4i 
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deux  fois  transitif  entre  ses  n  lettres,  et  même,  plus  généralement,  au 

cas  où  <  '  esl  de  classe 

i 
Sbienl 

Ur=(a\  ...a\  \...(aq...aq) 

une  substitution  de  S  d'un  lie  premier  r  à  q  cycles,  I  x)  la  substitution 
correspondante  dans  Ga.  La  classe  de  \\  sera  la  plus  petite  des  classes 
des  substitutions  I  *  appartenant  à  \\,  quand  r  el  q  prennent  toutes 
les  valeurs  possibles  correspondantes  aux  substitutions  I  ,.  de  <  I,  avec 
/•<7>i.(>n  doit  noter  d'ailleurs  qu'à  deux  substitutions  semblables 
de  S,  el  a  fortiori  de  C,  correspondront  deux  substitutions  sembla- 
bles de  Ga,  et  a  fortiori  de  Ta,  et  par  suite  de  même  classe,  car  mm 
passe  toujours  de  l'une  à  L'autre  par  un  simple  changement  dans  la 
manière  de  désigner.les  n  lettres. 

I  ,  ne  peut  laisser  immobile  une  combinaison  ayant  exactemenl 
/•'  lettres  communes  (  o  <^  r"zr)  avec  son  premier  cycle,  par  exemple, 
sans  qu'on  ait  r'=r;  car  Ur  remplace  ces  r  lettres  par  r'  lettres 
appartenant  à  la  fois  à  la  même  combinaison  el  au  même  cycle  que 
les  r'  premières,  el  ceci  n'aurait  pas  lieu  si  /•  <J  /■  :  donc  /■'  =  /•. 

Dès. lors,  toute  combinaison  laissée  immobile  par  I  ,  sera  formée  des 

lettres  de  k  cycles  de  Ur,  avec  o    h     q,  h     E  (-  )>  et  de  a  —  kr  lettres 

non  déplacées  par  1  ,.,  avec  //  —  qr\  a  -  kr.  Réciproquement,  toute 
combinaison  ainsi  formée  est  laissée  immobile  par  I  ,..  Soit  /,  un  entiei 
déterminé  satisfaisant  aux  conditions  ci-dessus  :  une  combinaison 
formée  des  lettres  de  /.  cycles  de  I  ,.  et  de  y  kr  lettres  non  dépla- 
cées par  l  ,.  s'oli tiendra  en  prenant  une  des  C*  combinaisons  des  cycles 
de  I  , .  /.  à  /,,  puis  en  adjoignant  aux  kr  lettres  de  cette  combinaison 
une  quelconque  <\c>  C"  kqr  combinaisons  des  //  —  qr  lettres  non  dépla- 
cées par  I  ,.  a  —  kr  à  ce  —  kr.  Le  nombre  des  combinaisons  des 
//  lettres  y.  à  y.  laissées  immobiles  par  I  ,  et  correspondant  à  la  valeur 
de  h  considérée,  est  ainsi  CqC*~qrr. 

Le  nombre  total  des  combinaisons  laissées  immobiles  par  I  ,  esl 
ainsi 

Jour,,., le  Math.  I  >    scrii  i    tome  III.     -   Fasc.  III,    i  38 
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k  prenant  toutes  les  valeurs  entières  satisfaisant  à 

(2)  o<k<q,  kiE(j),        n  —  qr>a-kr, 

et  la  classe  de  l   "  est  C"  —  v,.q. 

Les  formules  (i)  et  (a)  résolvent  complètement  le  problème  de  la 
détermination  de  la  classe  de  U(a'  ;  par  suite,  elles  permettront  toujours 
pour  un  groupe  donné  C,  de  trouver  la  classe  du  groupe  Ta  correspon- 
dant. 

Avant  de  déduire  de  ces  formules  une  limite  inférieure  de  la  classe 
de  Pa,  nous  allons  en  faire  application  aux  groupes  T2  en  prenant 
pour  C  un  des  groupes  trois  fois  transitifs  considérés  au  quatrième  cas 
du  paragraphe  précédent  ('  ),  et  dérivé  des  substitutions 

V  =  I  z,  ^±|  I     (mod  p)         et  W  =  |  z,  :'>"  |     ( mod  />). 

Il  nous  suffit  d'avoir  le  nombre  de  combinaisons  de  deux  lettres 
laissées  immobiles  par  les  substitutions  d'ordre  premier  du  groupe 
laissant  immobile  une  combinaison  déterminée,  par  exemple  la  combi- 
naison o,  x.  Ces  substitutions  sont  comprises  parmi  celles  dérivées 

di1  W,  V'  et  \  "  qui  forment  un  groupe  <I>  d'ordre  2  -  (pm  —  1). 

Le  sous-groupe  des  substitutions  de  C,  qui  laissent  trois  lettres  arbi- 
trairement choisies  immobiles,  est  semblable.au  sous-groupe  ^Ir  de  C 

d'ordre  —  !  formé  des  puissances  de.^SA  ,  puisque  C  est  trois  fois  tran- 
sitif. Doue  toute  substitution  d'ordre  premier  de  C  laissant  au  moins 
trois  lettres  immobiles  est  semblable  à  une  puissance  de  W. 

De  même  le  sous-groupe  des  substitutions  de  C,  laissant  deux  lettres 
arbitrairement  eboisies  immobiles,  est  semblable  au  sous-groupe  0 


(')  On  peut  encore  faire  application  de  ces  formules  (1)  .et  (2)  par  exemple 
aux.  groupes  primitifs  I",  et  l'3  correspondant  au  groupe  G  cinq  fois  transitif,  de 
degré  1  !,  el  au  groupe  primitif  V,  correspondant  au  groupe  quatre  fois  transitif 
contenu  dans  C,  et  que  nous  avons  mentionnés  plus  liant.  Ces  groupes,  qui  sont 
de  degrés  respectifs  (S,  220,  55,  sont  de  classes  respectives  56,  198,  48. 
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de  (  '.  dérivé  de  W  el  de  V'.  Toute  substitution  d'ordre  premier  de  <  ! 

qui  Laisse  exactement  deux  des  lettres  de  <  '.  immobiles,  est  régulière, 

el  par  suite  semblable  à  une  puissance  de  \  ,  car  on  a  toujours  une 

puissance  de  V  d'ordre  égal  ;'i  un  diviseur  premier  quelconque  de 

//"-t. 

Enfin  une  substitution  I  d'ordre  2  de  (  !  qui  ne  laisse  pas  deux  lettres 

de  C  immobiles  au  moins  (s'il  en  existe  une  dans  (■  1,  esl  formée  de 

p'"  ■+■  '        1         ■      •         •  1       ,„  .        1 

■ —  cycles,  si  p  impair,  et  de  2     '  cycles,  si  p  =  2. 

On  en  conclut  immédiatement  que  les  substitutions  d'ordre  premier 
de  $  sont  semblables  à  \\  on  une  de  ses  puissances,  à  \  ou  unedeses 
puissances,  enfin  à  2. 

Il  ne  nous  reste  jilus  qu'à  trouver  le  nombre  de  combinaisons 
laissées  immobiles  par  A\  et  ses  puissances,  et  par  S,  car  nous  savons 

que  pour  \    ce  nombre  est  >  si  p  impair,  et  1 ,  si  p  =  1. 

D'après  les  formules  (1)  et  (2),  ou,  comme  on  le  voit  de  suite, 
I  laisse  immobiles- — '- — combinaisons,  si  p  impair,  et  2'""',  si  p  =  2; 
dans  le  cas  où  p  =  2,  1  existe  toujours  dans  C. 

Quanta  W,  on  doit  distinguer  le  cas  où  son  ordre  —  esl  impair,  el 
celui  où  il  est  pair. 

i°  Si  —  est  impair,  les  puissances  de  W    sont  d'ordre  impair,  et, 

d'après  (1)  et  (2),  le  nombre  des  combinaisons  de  2  lettres  que  W  r 
laisse  immobile  est  C*  ,  où  n  —  qr  est  le  nombre  des  lettres  laissées 
immobiles  par  W.  Toute  puissance  de  W  étant  d'ailleurs  semblable 

à  une  puissance  de  W  d'exposant  diviseur  de  — >  il  suffit  «le  supposer^ 
diviseur  de  —  •  Alors 

\Xr  =  \z,  z>'"\     i  mod  p) 

laisse  autant  de  lettres  immobiles  que  la  congruence  z  zp  1  mod  p) 
a  de  solutions  distinctes,  soit,  puisque  y)<t  divise  m,  pr'a  •    1  lettres  en  3 

comprenant  ao.  Alors  W11  laisse  immobile^-  ■  --'  p' "  combinaisons,  el 
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le  maximum  de  celte  expression  s'obtient  en  prenant  pour  t]  la  valeur 
telle  que  —  soit  égal  au  plus  petit  diviseur  premier  de  —  qui  est  ici  ^3. 

Ce  maximum  est  alors  ^  — — -/?3  =  —  >  comme  on  le  vérifie  sans  peine, 
en  sorte  que,  quand  —  est  impair,  la  classe  est  encore — > 

si  p  impair,  et  a2'"-1,  si  p  =  2,  comme  pour  les  isomorphes  T.,  des 
groupes  linéaires  fractionnaires. 

2°  Si  —  est  pair,  les  puissances  de  \Y  d'ordre  impair  sont  évidem- 
ment les  puissances  deW2  ,  si  2*  est  la  plus  haute  puissance  de  2  qui 

!■    •       m  ,.  ,  ..  ,    ,  ,  .  m 

divise  —,  et  1  on  peut  leur  appliquer  ce  qui  précède,  puisque  — ^  est 

impair  :  donc  elles  ne  laisseront  pas  plus  de  —  combinaisons  immo- 
biles. Comme  nous  n'avons  besoin  de  considérer,  ainsi  que  nous 
l'avons  dit,  que  des  substitutions  d'ordre  premier,  il  ne  nous  reste  plus 
à  envisager  que  la  puissance  de  W  qui  est  d'ordre  2,  c'est-à-dire  la 
substitution 

I  z,  z1"  l     (mod  p). 

Elle   laisse  évidemment  p2-hi    lettres   immobiles,   et,   par  suite, 
d'après  (1)  et  (2), 

1   ■         •  T  1  •    ■       m  P'"  —  ' 

combinaisons.  La  classe  sera  ici  p 

Nous  pouvons  alors  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  III.  —  Soit  C  le  groupe  trois  fois  transitif  dérivé  du 

groupe  linéaire  fractionnaire  trois  fois  transitif  considéré  au 
théorème  II  <■/  de  la  substitution  \  z,  zp"  j  (mod  p),  où  7  est  un  divi- 
seur arbitrairement  choisi  de  m,  avec  m~^>  ff^i.  Le  groupe  T2  des 
substitutions  opérées  par  C  entre  les  combinaisons  1  à  1  de  ses 
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p'"+  i  lettres  est  un  groupe  primitif,  de  degré  <f'  p    (quand 

m -^    -\     .    i       i  (P'"—  l)(p'"  -+-  0       •        •  ,  m   ■  . 

P    >   V  et  de  classe  — ' ,  si  p  un  pair  et       impair,  22'"-', 

,  m   .  ■     (/)'"  —  i)p'"       .  m 

.si  p  =  2  et  —  impair,  - —  — '- — ,  s/  —  pair. 

Remarque.  —  (  )n  a  un  théorème  analogue  pour  [e  groupe  C 
d'ordre  moitié  de  relui  de  <  '■  formé  des  substitutions  paires  de  <  '..  quand 
p  est  impair. 

Si  —  est  impair,  W*1  (y)  diviseur  de  —  )  appartient  à  C  :  la  classe 

(pm  —  <)(p'" -h  i) 
est  encore • 

2 

Si  —  es!  pair,  Wï<r=  \z,  :pt  \  (mod  p)  est  d'ordre  2,  régulière,  el 

déplace  pm  —  p%='p*  \p2  —  t)  lettres,   c'est-à-dire   est   paire,    saul 

quand/;5  —  i  =  '\It  +  2,  par  suite  quand  p  =  4^+3  avec  —  =  \l!  -^  -±. 

Dans  ce  dernier  cas,  une  puissance  de  W  d'ordre  premier  ne  peut  être 
une  substitution  paire  que  si  elle  est  d'ordre  impair,  et  la  classe  du 
groupe  H  des  substitutions  opérées  par  C   entre  les  combinaisons 

2  à  2  de  ses  lettres  est  encore  -^-—    — ->  comme  quand  —  est 

impair.  Quand  au  contraire—  est  =  o  (mod  4)  ou  quand—  est  pair 
avec  p  =  4 1  ■+■  i ,  la  classe  est  — —  • 


On  en  conclut  : 

La  classe  de  T,  est  la  même  que  celle  des  groupes  T.,  considérés 
dans  la  remarque  du  théorème  H,  sauf  quand—  =o  (mod  ï  i.  ou 

—  pair  aveep  =  ql  ■+-  ï ,  cas  ou  la  classe  est  — —  — ! — 

IV. 

(  Iherchons  maintenant  une  limite  inférieure  de  la  classe  de  I'  .  cor- 
respondant à  un  groupe  C  quelconque  de  classe  «,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  une  limite  supérieure  devr>?. 
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Afin  d'éviter  une  confusion,  nous  posons  pour  un  instant 

i  ",.„  =  («;  ...< )...(«;...«;'); 

considérons 

ur>?+1  =  ur>?(av_,  ...«;+1), 

quand  /-(^  -+-  i)5ra.  Une  combinaison  laissée  immobile  par  U,jy+,  con- 
tient  toutes  les  lettres  ag+1,  . . .,  ar  ,  ou  n'en  contient  aucune,  d'après 
rc  qu'on  a  vu  :  dans  les  deux  cas,  toutes  les  lettres  de  cette  combi- 
naison, autres  que  a'  ,,...,  arq+i,  sont-permutées  exclusivement  entre 
elles  par  U;v?+(,  par  suite  par  Vr,,r  en  sorte  que  cette  combinaison  est 
laissée  immobile  par  Ur>?.  Donc  : 

Lemmk.  —  Parmi  les  substitutions  de  S  ou  de  C  d'ordre  premier 
donner  et  de  classe  =u,  celles  qui  laissent  immobiles  le  plus  de 
combinaisons  oc  à  et  des  n  lettres  sont  celles  qui  ont  le  moins  de 
cycles  passibles. 

Le  nombre  des  cycles  de  ces  substitutions  sera  alors  >  E  ( V 

D'autre  part,  si 

Ur=  («;...<)...  (a;...  arq) 

avec  /'  premier  impair,  considérons  la  substitution 

\  =(a\ai)...(a\'ia\-')(alal)...((Ç"-a:'')...(cil/cil)...(a'q-2a'v-'), 

d'ordre  2  à  g    ~    cycles,  et  déplaçant  q(r  —  1)  lettres.  V  permute 

exclusivement  entre  elles  les  lettres  de  chacun  des  cycles  de  Ur,  cl 
laisse  immobiles  les  lettres  que  U,  ne  déplace  pas.  Une  combinaison 
laissée  immobile  par  XJr  comprend  les  lettres  de  A"  cycles  de  U;.  et 
a.  —  kr  lettres  non  déplacées  par  Ur  :  donc  elle  est  laissée  immobile 
par  Y,  en  sorte  que  le  nombre  des  combinaisons  laissées  immobiles 
par  V  est  au  moins  égal  au  nombre  des  combinaisons  laissées  immo- 
biles par  Ur.  La  condition  qr>u,  avec  r>3,  donne  d'ailleurs 

.  .  r  —  1  >      r  —  i>iu 

et  le  nombre  des  cycles  de  V  est  q — —  =  j- 
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On  obtiendra  donc  une  limite  supérieure  devr>î  [mur  toutes  les  sub- 
stitutions de  S  d'ordre  premier  quelconque  r  à  q  cycles,  avec  qr  u. 
el  a  fortiori  pour  celles  de  C,  en  cherchanl  une  limite  supérieure  de 
v2i?,  pour  toutes  les  valeurs  de  q  telles  que  y     ^-- 

Le  lemme  précédent  montre  d'ailleurs  qu'une  pareille  limite  sera 
précisément  v,  „ ,  où  a-  est  le  plus  petil  entier     ','  ■  I  >'après  (i)  et  (2  ) 

(3)  '  ^^V.ci.C-, 

/>  prenant  toutes  les  valeurs  entières  satisfaisant  à 

(4)  «»    k    w,  I><E(^\,         n-  aw>a-  2k. 

Si  nous  supposons  u  tel  que  iv  -,  la  dernière  condition  esl  super- 
flue, puisque  a  <[  -  par  hypothèse;  la  valeur  k  =  0  est  admissible,  et 
si  A",  esl  la  plus  petite  des  quantités  w  et  E(-  )>  on  a 

*, 

0 

on  obtient  ainsi  deux  catégories  de  valeurs  de  v2iv,  suivant  que  iv  sera 
E(-)  ou  >  E(  -  j-  On  en  conclut  : 

Théorème  IV.  —  Soient  (  !  un  groupe  quelconque  de  degré  u  et  de 
classe     u.  I'.,  le  groupe  des  substitutions  opérées  par  C  entre  les 

combinaisons  a  à  a  de  ses  n  lettres  1 1  <^a<[  —  )•  La  classe  <•>  il<-  I", 
est  telle  que 

(C)      co    C^-C«_2H,-C^C*zsîll,-CîM,G^lv-...-C*;Q 

où  w  e.v/  le  plus  petit  des  entiers  au  moins  égaux  à  un  des  >/<■// r 
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nombres  -et   E(-b  et  k,   le  plus  petit  des  deux  nombres  vo  et 

On  pourrait  a  fortiori  prendre  pour  w  une  valeur  plus  petite,  car 
on  obtiendrait  une  limite  inférieure  moins  avantageuse. 

La  même  formule  (6)  donne  une  limite  inférieure  de  la  classe  des 
substitutions  des  isomorphes  holoédriqucs  et  primitifs  Ga  des  groupes 
symétrique  ou  alterné  de  n  éléments  correspondant  aux  substitu- 
tions de  classe  il//  de  ces  derniers. 

Enfin,  dans  le  cas  où  sc  =  2,  on  obtient  de  suite  une  limite  plus  avan- 
tageuse que  la  limite  (G).  En  effet,  si  alors  U,.  est  une  substitution 
d'ordre  premier  r  à  q  cycles,  elle  ne  peut  laisser  immobile  une  combi- 
naison contenant  une  lettre  d'un  cycle  cl  non  toutes  les  lettres  de  ce 
cycle.  Donc,  si  r  est  impair,  U,  laisse  immobiles  exactement  les  C* 
combinaisons  2  à  2  des  lettres  qu'elle  laisse  immobiles.  Si  /•  =  2,  U2 
laisse  immobiles  non  seulement  les  C*_2  combinaisons  analogues,  mais 
encore  les  q  combinaisons  de  2  lettres  formées  chacune  des  lettres 
d'un  cjcle  de  U»,  soit  q  -+-  C^_.  combinaisons.  U  en  résulte,  d'après 
le  lemme  et  les  considérations  qui  précèdent,  que  toutes  les  substitu- 
tions de  classera  ne  laissent  pas  plus  de  combinaisons  de  2  lettres 

immobiles  qu'une  substitution   d'ordre  2  à  0  =  E(  — ]  cycles,   c'est- 
à-dire  qu'une  limite  supérieure  de  vr<]  est  ici  v.,  $.  Donc  : 

Théorème  V.  —  Soit  C  un  groupe  quelconque  de  degré  u  et  de 
classe  lu  To,  le  groupe  des  substitutions  opérées  par  (l  entre  les 
combinaisons  2  à  2  de  ses  n  lettres;  la  classe  oj  de  I\  est  telle  que 

(7)  B>c:-0-C'_i=*!^=I>, 


0 


E(ï> 


Nous  allons  appliquer  ces  formules  (6)  et  (  ~)  au  cas  où  C  déplace 
toutes  les  combinaisons  (ce  qui  a  lieu  par  exemple  si  (i  est  transitif 
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entre  /*  lettres),  \\  étant  alors  de  degré  C*,  et,  en  particulier,  au  cas 
où  l'on  a  11  >  7  //,  de  façon  à  avoir  des  limites  inférieures  plus  simples. 
I  les  résultats  s'appliqueronl  en  particulier  aux  groupes  au  moins  deux 
ou  trois  lois  transitifs  d'après  certains  théorèmes  de  \I.  Bocherl  ('). 

1      L  as  ou  -  >■  a  _ 

2  "  9 

Si  Ton  suppose  seulement  u  >  2,  C  ne  contient  aucune  substitution 
circulaire  d'ordre  2.  On  voit  de  suite,  d'après  le  lemme  précédent,  que 
les  substitutions  de  (  \  ne  peuvent  laisser  plus  de  combinaisons  immo 
biles  qu'une  sulisiiiuli.ui  circulaire  d'ordre  3  ou  une  substitution 
d'ordre  2  à  2  cycles.  On  eu  conclut  à  l'aide  des  formules(i  )  et  (2)  que 
la  classe  de  I\  sera  au  moins  égale  à  la  plus  petite  îles  quantités 

c*-  c*_3  -en 

et 

C"-  C*_4  -  a CH-  e^z;. 

La  classe  de  I\  est  alors       <  )". 

Quand  C  ne  contient  aucune  substitution  circulaire  d'ordre  2el  que 

7       //.  l,i  classe  de  F,  esl      -C". 
-  9  -  2    " 

20  Cas  où  —     y.      '>. 

9    - 

Nous  appliquerons  ici  la  formule  (6)  et  les  hypothèses  du  théo- 
rème 1\  .  Soit 

(8)  *,=  «£!=. 


1  ')   m, m,,  in n..  t.  '.0. 

de    Vfath.  i  j'   série),  tome  [II,         Fasi 
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Or 

[n  —  2 H')  ..  .  (m  —  211  —  a  -+-  -ii-+-  i)   it'(ir  —  i)  .  .  .  (ir  —  i  -+-  i) 


A/  = 


X 


«(m  —  i)...(«  —  «  -+-  2  »  -H  i  ) 

2.  ..(2  —  2  *  +  I  ) 


(n  —  a  -+-  2  (')...(  n  —  a  +  1  )  ' 
(«  —  2w)  . . .  (n  —  2  iv  —  1  +  2J+  1)  <  /  n  —  2  «A0- 2' 
n(n  — 1).:.(«  —  0+2  j'  +  i)        =  \      «       / 

puisque  a  <C  b  entraine  .  _  .  5  t  pour  7  =  0; 

"-'"'-')■■■("•-  '  +  0  <  /      "'     y  </   »•   y. 

(  ft  —  a  +  t") (  «  —  a  -+-  1  )  =    \  «  —  a    \-  i  )    =  \  11  —  y.  ' 

3  (  a  —  ])...(  z  —  1  +  I  )  < 


(  «  —  a  4-  2  ( )  .  .  .  (  n  —  a  -)-  <  -t-  1  )  —  \  «  —  a  -t-  2  <  /   _  \  h  —  a 

(a  —  i')...(a  —  2i  +  i)<      (ct  —  iy      <a', 
en  tenant  compte  de  ce  que  a.  •<  -j  or  5  -;  on  obtient  ainsi 


«  —  a  /    \  11 


Si  alors  £  et  0  sont  des  quantités  satisfaisant  à 
(11)  —  >2«>cn,         (e  =  i), 

et  que  nous  déterminerons  avec  plus  de  précision  suivant  les  cas,  on  a 

"  —  2"'  < .  _  ;.  _^_  <  i  9  < 

et  (10)  donne 


1  —  °>  =  /    „  =  o< 


(1  — 8)a-*'  /       =ï!       \« 


U("-a)J 


Cette  formule  a  lieu  même  pour  i  =  o,  et  l'on  en  conclut,  d'après  (9) 

jï.>,  _(,  _f)*y.i. 1 (    Egî    V. 

Ca=-'         V  J,'    ,^'i!  (1  — 8)"  \3(«  — ay 
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En  posant 

(12)  ar  = — 

(1  — S)'  3(n  — a) 

et  remarquant  que 

on  aura 

(i3)  i-'£  =  i  -(1  4)V<^. 

Si  l'on  pose  encore 
(i4)  a  =  iJ.fi         avec         u.l-> 

on  a 
(i5) 


I         (i  — 8)3  3(i-  p.) 
et 

(16)  ç  =  [(l_8)e,]«. 

il  n'y  a  plus  qu'à  trouver  une  limite  supérieure  de  Ç. 

a.   «  =  T. —  Supposons  «>  22. 
1     . 

Le  plus  petit  entier  w  supérieur  ou  égal  à  "  —  —  esl 


n  -+-  1  1  \  ^  «  +  1 1  <  « 

12         =  8 


dès  que   //     22;   011    aura   donc  '*'=^>  et  l'on  peut  prendre  ici  i=  -■ 

D'autre  pari.   E("  )  esl  >  E  ('  '  ~  "  )  dès  que":  ''..u,  //     1,.    .  ■; 

n/n  +  n\sft      n  .   .        ,_  «  ..  ,        ^        1 

=  t,\ —  -•    Donc  ici  wc— ,  et  Ion  peut   prendre  0 

'       1  ■      '      1  ■  -12  ri  g 


alors 


36   1       ;'  6    2  <•    12 

6  1  —  \t      25  7  =  175' 
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et  l'on  vérifie  sans  peine  à  l'aide  d'une  Table  de  logarithmes  népériens 

rpie  l'on  a 

i 
log/C    a>o,ii37'{. 
d'où 

(17)  ^<e-0..1374«- 

3 
Cette  formule  nous  donne  d'abord  '(S  j,  d'où 

(18)  ^>J, 

dès  que  a>3;  elle  montre  de  plus,  puisqu'elle  donne 

(19)  gU*-*-,,,,"4B, 

que  l'on  peut  toujours  prendre  a  assez  grand  (avec  «>  -  a  j,  pour  que 
^  soit  aussi  voisin  que  l'on  veut  de  l'unité.  Enfin  l'on  a  encore, 
d'après  (17), 

(20)  7*ï--> 


dès  que  a ^7. 

La  formule  (16)  montre  d'ailleurs  de  suite  que,  pour  une  valeur 
donnée  de  a,  même  <<  7,  on  aurait  pu  prendre  n  assez  grand  pour 

que  (/.  soit  aussi  petit  qu'on  veut,  et  en  particulier  pour  que  X, <  -,  d'où 

eu  ^  1 
C*=  2' 
dès  que  a>4- 

Ces  formules  s'appliquent  toujours  en  particulier  quand  C  est  deux 
fois  transitif  et  «^26,  d'après  un  théorème  de  M.  Bochert  (  '  ). 


(')  Math.  Ami.,  t.  40. 
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Le  plus  petit  entier  supérieur  ou  égal  à  ~  =  -  est 

.,  /  n  ■+-  8 \  <  7i  +  8  <  n 
V     9     /  =  ~9~=8' 

dès  que  // :h\  :  on  aura  donc  iv<3->  et  Ton  peut  prendre  ici  £  =  -• 

D'autre  part,   E(-J  est  >E(  —    —  j  dès  que  T^         ->   ou  «     7.   el 

E/  n  +  8  \  -^  «     ri         •   •      ^  n      ,  , ,  ,       >        2       . 
-  -•  Donc  ici  «•  1  -,  et  1  on  peut  prendre  s  =  -;  alors 

\     9     /  ~  9  ~  9  i         r  g 


81 


I         !•"• 


<    *i    . 


'-  I9  6  1  —  [i        98  1—  (a  -  343' 

cette  limite  de  y]  conduirait  encore  à  une  formule  analogue  à  (19), 
mais  un  peu  plus  avantageuse  et  applicable  quand  n    64-  '  >n  trouve 


(  19  bis) 


Q 


On  peut  aussi,  en  remarquant  que —  —  5; —  dès  que//     ■2>.  prendre 

3 
£  =  T  et  arriver  ainsi  à  la  limite  supérieure  de  yj 

<  81  3  1       [i  8i        u. 

' =  49  5  3  I  —  a        245   1  —  [*■' 

la  formule  (16)  donne  alors 


n  a  =  o  -  o)-v-r<  = 


s*-* 


ogcr1  =  log-  — yi>log- —  -- — 


et,  pour  que  'Ci  -,  c'est-à-dire  ~  i  -,  il  suffira 
1  n        '  -  2  L.JJ —  2 

.        9         log  2  >   81         [X 
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Cette  condition  est  toujours  satisfaite  dès  que  u.5-,  ce  qui  est  le 
cas  ici,  pourvu  que  a  S  5. 

(  hiand  a  =  &  et  «>23,  on  remarque  que  ut.  =  -  5*^»  et  l'inégalité 
a  encore  lieu. 

Enfin,  quand  a  =  3,  l'inégalité  a  encore  lieu  si  Ton  prend  n>53, 
<  3 

.\ous  signalerons  l'application  de  ces  résultats  quand  C  est  trois  fois 
transitif. 

3"  Cas  où  a  =  ■>. 

La  formule  (7)  nous  donnera 

C*  =  2 

dès  que 

46(/<-8-i)>  ■ 
11  { a  —  1  )       =  2 
ou 

(21)  80-  —  80(n  —  1  )  -+-  n(n  -  1)  <o. 

Il  faut  que  0  soit  >  à  la  plus  petite  valeur  0'  qui  annule  le  premier 

membre:  or,  si  u  >  ?,  -  >  -,  on  a  0>  F  —  ï  ,  et  il  suffit  que  le  résultat 
-  3    2  -  6  -  6  * 

de  la  substitution  de  -  —  1  dans  le  premier  membre  de  (11)  à  la  place 

de  0  donne  un  résultat  <o.  On  est  conduit  à  l'inégalité  n2 —  5i  n  >  0, 
qui  a  lieu  pour  //  >5  1 . 

On  verrait  de  la  même  manière  que  si  u  >  ^,  on  a^^  pour  //  =  1  1 . 

et  que  si.  «     j  on  a  ^  ç.  -„  pour  //  -1'  oi,  et  -^-  ^  7  pour  // >ib. 

.  Enfin,  si  //  :  ->  on  a  ,-.-,  >  -  pour  //  >  3. 

(..,-  -  2  r 

Les  principaux  résultats  obtenus  dans  les  trois  cas  que  nous  venons 
de  considérer  peuvent  être  résumés  dans  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VI. —  Soient  C  un  groupe  transitif  de  degré  n  el  de 
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classe  ^H;Ta  le  groupe  des  substitutions  opérées  par  ( .  entre  les 

combinaisons  a  à  a  <7c  ses  n  lettres  (  i  <  a  <  -  )•  /.-•  degré  de  Y 
est  C*,  '•/  sa  classe  oj  satisfait  aux  inégalités  suivantes  : 


i"  S/  «  >  2  r'/  a  >  — >  o/i  a 
"   9 


2U  Si-  n>a.?L'i,  on  a: 

9     _    " 

Pour  «>  7  r/  />  >  22 
i 


Pour  u\  -7 ,  .v/  //  >  23  c/  a>  'i,  o«  *i  n  >  53  ''/  a  =  5, 

M>-Cf. 

_   2         " 

Une  u  soit  ç.j  ou±-£>  on  a  ici 

—  >i-e-aa 
C*  =  ' 

où  a  esi  ime  constante  positive. 
3°  .S7  a  =  2,  o/i  a  : 

Po*//-  u^i  T  et  n>i8 
i\ 


Pour  u>  ^  et  n  >  5 1 ,  ou  « >  -  et  n      '>. 
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On  peut  retrouver  des  résultats  analogues,  à  certains  égards  plus 
avantageux  que  les  précédents,  ainsi  qu'il  suit: 
Reprenons  la  substitution 

ur=o;  ...<)...<>;...«;) 

d'ordre  premier  /■,  à  q  cycles,  et  supposons  qr^>  a. 

Nous  savons  qu'une  combinaison  laissée  immobile  par  Ur  com- 
prendra les  lettres  de  k  cycles  de  Ur,  et  a  —  kr  lettres  non  déplacées 
par  IL,  avec  k  <  q,  puisque  qr  >•  a. 

i°  Soit  k  >•  o.  Prenons  un  des  k  cycles  dont  les  lettres  font  partie 
de  la  combinaison  y,  que  nous  considérons  et  qui  est  laissée  immobile 
par  IL,  (a\...art)  par  exemple.  Puisque  k  <iq,  il  y  a  un  cycle, 
(  a'  ...  ar)  dont  les  lettres  n'appartiennent  pas  à  /  , . 

Or  y,  est  formé  des  /■  lettres  a\,  . . .,  a\  et  de  l'ensemble  Z  de  a.  —  r 
autres  lettres  n'appartenant  ni  au  premier,  ni  au  qieme  cycle  de  Ur.  La 
combinaison  / q  de  a  lettres  formée  de  Z  et  des  lettres  du  qxtme  cycle 
de  L  ,  est  également  laissée  immobile  par  Ur. 

Toute  combinaison  de  a  lettres  laissée  immobile  par  Ur  et  diffé- 
rente des  deux  précédentes  en  diffère  soil  parce  qu'elle  ne  comprend 
ni  les  lettres  a\,  ...,  a\,  ni  les  lettres  a',  ...,  arq,  soit  parce  qu'elle 
comprend  les  lettres  d'un  de  ces  cycles,  mais  que  l'ensemble  Z'  des 
y.  —  r  autres  lettres  comprend  quelque  lettre  non  comprise  dans  Z. 

Alors,  à  ebacune  des  deux  combinaisons  y ,  et  yq  on  peut  faire  cor- 
respondre quelques-unes  des  combinaisons  •]/  obtenues  en  remplaçant 
dans  y,  une  quelconque  des  lettres  a\,  . . .,  a\  par  une  quelconque  des 
lettres  a',  ...,  a'q\  on  a  au  moins  r->4  combinaisons  ty  distinctes, 
déplacées  par  L>  :  nous  en  ferons  correspondre  2  à  y ,  et  1  autres  à  j q. 

20  Soit  À'  =  o  :  ceci  suppose  n  —  qr>  a. 

Le  même  raisonnement  n'est  plus  applicable;  mais  aux  C*_?r  com- 
binaisons 1  correspondantes,  ne  comprenant  aucune  lettre  de  Ur, 
nous  pouvons  taire  correspondre  toutes  les  combinaisons  J/  compre- 
nant a  —  i  des  lettres  non  déplacées  par  UM  et  une  seule  des  lettres 
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déplacées  par  I  ,.  combinaisons  qui  sonl  en  nombre  qr.  C"l'  ,  dis- 
tinctes, déplacées  par  I  ,.  et  distinctes  des  combinaisons  <\>.  <  >n  .i 
(1  ailleurs 

Dés  lors,  aux  0,  combinaisons  distinctes  analogues  à  /,  et  compre- 
nant les  lettres  d'un  au  moins  des  cycles  de  Ur,  on  fera  correspondre 
0',  2®,  combinaisons  'j/  distinctes  i  à  2,  soil  parce  (pie  les  deux 
cycles  de  Ur,  dont  elles  comprennent  des  lettres  sans  les  comprendre 
toutes,  ne  sonl  pas  les  mêmes,  soit,  quand  ils  sont  les  mêmes,  parce 
«pie  les  ensembles  des  a  —  /•  autres  lettres  ne  sont  pas  les  mêmes,  soil 
enfin  par  celles  des  lettres  des  deux  cycles  de  U,  donl  ils  ne  compren- 
nent pas  toutes  les  lettres  tout  en  en  comprenant  quelqu'une. 

Aux  02  =  C"       combinaisons  distinctes  y' correspondront  au  moins 

0:>= *3L 0., 

n  —  r/r  —  ï  -t-  1 

combinaisons  <]/  distinctes. 

Si  l'on  choisit  une  quantité  A  ^  -  telle  que 


n  —  qr  —  oc  -+-  : 


ce  qui  a  lieu,  en  posant  qiy=  y  (/>  1  ),  si  k :>  ,  on  aura 


©*  =  £©*! 
et  de  même 

par  suite 

q>0,  +  0;  +  02  +  0;>(n-  ^)(0I  +  0Î), 

ee  qui  donne 

n.  d,-  Math,  i  ',    série   .  tome  III    -  Fasc.  III,   1897.  *° 


3o8  ED.     MAILLET. 

et  la  classe  <»  de  F,  est  telle  que 


;C^-0,  -  0^-^Q. 


/,    est    ici   un   quelconque    dos   nombres   satisfaisant    à    l'inégalit< 
/,      :  on  pourra  donc  prendre  k  = 


(22)  W> -. C", 

en  n'oubliant  pas  que  qr^>  «,  ce  qui  a  toujours  lieu  si  la  classe  u  du 

groupe  t.  est  _>  a  et  -  i:  7- 

La  formule  (22)  pour  de  grandes  valeurs  de  a  est  moins  avanta- 
geuse que  la  formule  (19)  par  exemple;  mais  il  n'en  est  pas  de  même 
pour  de  petites  valeurs  de  a.  Ainsi: 

Si  /  =  2,  «>  -1  auquel  cas  la  condition  11  >■  a  a  lieu  si  a  •<     ,  on  a. 

d'après  (22), 

(23)  w>— ^-C«>fC". 


Si  /      3,  a    -t-  x  <C  -'  on  a)  d'après  (22), 


(24)  w>— ^-C">-C". 

1  -  a  -t-  2      " _  2      " 

(  )n  a  d'aillejjrs  également  to^-C"  quand  a  > -5  d'après  le  théo 
rème  N  I. 

Si  /    :  \.  11     -,  a<  T,  on  a,  d'après  (22), 


(20  )  W  >    — ^-T,    C 

—  flt  -4-  .1 


-   3     '" 
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d'où 

coi  -  L,  si  a  =  2, 

5     " 

el 

fj     -C"         si  a    3. 

■    2        " 

D'ailleurs,  puisque  -,  >  -//.  d'après  le  théorème  VI,  on  a  tu     -C 

i     >  " 
quand  a:7- 

Plus  généralemenl  on  aura,  d'après  (22),  pour  a  <  «, 

M  >        g        ->!, 

C«  =  a  -f-  /  —  1  "r 

si 

(«_l)(/_l)>0, 

ce  qui  a  toujours  lieu. 

Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  peuvenl  alors  être  résumés 
dans  le  théorème  suivant  : 

Théorème  \  II.  —  Soit  C  un  groupe  transitif  de  degré  n  et  de 
classe  >  u  >  -ri  F,  le  groupe  des  substitutions  opérées  par  (  !  entre  les 

combinaisons  en  à  y.  de  ses  n  lettres  (i<a<[  -)■  Le  degré  de  Y., 

'-si  C*,  et  su  classe  co  satisfait  aux  inégalités  suivantes  : 

i°  Si  11  ~  -»  /  =  2,  on  s 


G«     3' 

2° 

/  =  :' 

1,  on  a 

(0     >     I 

Cf  =  2 

3° 

. .  •          n 

/=  1 

,  on  a 

0)     >2 

1 . .      5  ' 
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et 

">I,         si         a>3. 


V   Éii/Ê/a  on  a  en  général  pour  a  <  «, 


C«  =  a  +  /  —  i  ^  l 


l pouvant  d'ailleurs  être  pris  =  -,  par  suite 

C"  ^  n 
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Sur  la   méthode  des  approximations  successives 
de   M.    Picard; 

Par  M.   S.   ZAREMBA. 


1.   Soient  une  équation  aux  dérivées  partielles,  à  deux  variables 
indépendantes, 

/    \  &<?  <P-i  rf  à'-       df 


dx*        ôf1  ~~J  \    '•"  T'  dx    dy 

el  une  courbe  fermée  (G).  M.  Picard  a  imaginé  une  méthode,  dite  des 
approximations  successives,  permettant,  moyennant  quelques  hypo- 
thèses très  générales  relatives  à  la  nature  de  la  fonction  /el  a  celle  de 
(C),  de  déterminer  une  intégrale  de  l'équation  (i)  satisfaisant  a  celle 
équation  à  l'intérieur  de  Faire  limitée  par  la  courbe  (C)  ci  prenant 
sur  cette  courbe  des  valeurs  données,  pourvu  cependant  que  l'étendue 
de  la  courbe  (C)  soit  suffisamment  petite. 

L'extension  de  la  méthode  de  M.  Picard  aux  équations  à  trois  va- 
riables indépendantes,  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

,    s.  d2o        d*<?        <?!<?         /./  dy    d<?  d-»\ 

<2)        ^  -+-  ■&  +  w  =f[x>y>  r>  ?'  w  d}  Tz)> 

dépend,  comme  on  le  reconnaît  très  aisément,  des  propriétés  île  la 
fonction  de  Grecn  qui  peuvent  s'énoncer  comme  il  suit  : 
Soit 
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la  fonction  de  Green  relative  à  une  surface  fermée  (S)  el  aux  points 
M  i  ■'.  y.  z  )  el  [J-{  '-..  y),  ~  )  situés  à  l'intérieur  de  la  surface,  posons 

p*=(x_ç)»4.(r-i,)-+(»-i:)» 

et 

(3)  GO,y,s,£,Y),Ç)  =  '  -  t>(»,  y,  s,  Ç,  r„  Z)  : 

P 

i°  On  a,  en  désignant  par  Df  la  dérivée  de  v  prise  par  rapport  à 
une  des  variables  x,  y  ou  r, 

(4)  |Dp|<i 

p 

où  A  est  constante  positive  ne  dépendant  que  de  la  surface  S  et  ne 
croissant  pas  indéfiniment  quand  on  fait  décroître  indéfiniment  l'éten- 
due de  la  surface  S  suivant  une  loi  convenable; 

2°  On  a,  en  désignant  par  D.,i  l'une  quelconque  des  dérivées  se- 
condes de  v  par  rapport  aux  variables  x,  y  et  ;, 

(5)  |D.."K-p. 

où   B  est  une  constante  jouissant  des  propriétés  analogues  à  celles 
«lont  jouit  la  constante  A; 
3°  L'intégrale 

(G)  f  f  fD.A-JUlq,!:, 

étendue  à  tout  le  domaine  limité  par  la  surface  S,  ne  dépasse  jamais 
en  valeur  absolue  une  constante  posilive  C  dépendant  uniquement  de 
la  nature  de  la  surface  (S). 

J'ai  déjà  eu  l'occasion  de  démontrer  le  premier  des  trois  théorèmes 
précédents  dans  une  Note  insérée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  ma- 
thématique de  France,  mais  je  me  suis  borné  alors  au  cas  d'une  sur- 
face convexe.  Je  me  propose  maintenant  d'établir  chacun  de  ces  trois 
théorèmes  en  abandonnant  en  outre  l'hypothèse  de  la  convexité  de  la 
surface  (S). 
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2.  Nous  supposerons  que  la  surface  (S)  esl  simplement  connexe, 
qu'elle  possède  en  chaque  point  un  plan  tangent  déterminé  el  qu'elle 
jouit  en  outre  de  la  propriété  suivante:  Prenons  pour  origine  des 

coordonnées  un  point  quelconque  0  de  la  surface  S  et  dirigi s  l'axe 

des  ;  suivant  la  normale  intérieure  en  <>  à  la  surface.  Décrivons 
ensuite,  du  point  <  >  coin  me  centre,  dans  le  plan  des  x,  y,  un  cercle  (C) 
de  rayon  8  suffisamment  petit,  mais  indépendant  de  la  position  du 
point  <  )  sur  la  surface  S:  considérons  la  perpendiculaire  élevée  en  un 
poinl  P(x,  y)  de  l'aire  du  cercle  (C)  ou  de  sa  circonférence  au  plan 
des  x,  v  et  soit  ;  la  troisième  coordonnée  de  celui  des  points  de  ren- 
contre Q  <1<'  cette  perpendiculaire  avec  la  surface  S  qui  esl  le  plus 
voisin  du  point  P. 

La  fonction  ;  admettra  pour  toutes  les  \  aleurs  de  x  el  de  y  satisfai- 
sant à  l'inégalité 

des  dérivées  partielles  finies  et  déterminées  jusqu'au  troisième  ordre 
inclusivement . 

Il  résulte  de  ces  hypothèses  que.  en  désignant  par  '/.  I>  el  c  les 
demi-dérivées  secondes  de  la  fonction  ;  pour  .c  =  y  =  o  el  en  appe- 
lant ///  la  limite  supérieure  des  valeurs  absolues  des  dérivées  troisièmes 
de  S,  on  aura 

(8  i  \s  —  a.r-  -  ibxy-  cyi\<m(xi-yif, 

pourvu  que  la  condition  (7)  soit  satisfaite. 

Lorsque  le  point  V  décrit  l'aire  du  cercle  (C),  le  point  Q  décril 
une  portion  de  la  surface  S.  Nous  désignerons  constamment  cette  por- 
tion de  la  surface  S  par  S  el  nous  appellerons  S    le  reste  de  la  surface. 

Voici  maintenant  quelques  remarques  d'un  caractère  géométrique 
sur  lesquelles  nous  aurons  sans  cesse  à  nous  appuyer.  Il  esl  évidenl 
tout  d'abord  que  l'on  pourra  trouver  une  longueur  I!,  telle  que  toute 
sphère  de  rayon  I!  tangente  à  notre  surface  lui  soil  toujours  tout 
entière  extérieure,  ou  toul  entière  intérieure. 

Cela  posé,  supposons  que  les  axes  soient  disposés  comme  toul  à 
l'heure  et  soit  y  une  longueur  non  supérieure  à  K.  Désignons  par  M, 
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et  M,  deux  points  places  sur  l'axe  des  z,  de  façon  que  Ton  ait 

OM,  =  y, 
OM2  =  -Y, 

et  considérons  un  point  cjuelconque  A  de  l'espace  qui  ne  soit  pas  inté- 
rieur à  la  sphère  22  de  rayon  R,  tangente  extérieurement  à  la  surface 
(S  )  au  point  O,  origine  des  coordonnées. 
<  )n  aura,  en  posant 

/„=OA,         /,  =  M,A         et         /2  =  INI,  A , 

les  inégalités  suivantes  : 

(9) 
(io) 

(") 

Construisons  encore  la  sphère  (S,)  de  rayon  R,  tangente  intérieure- 
ment à  la  surface  (S)  au  point  O. 

Nous  établirons  aisément,  en  désignant  par  /  la  distance  du  point  A 
au  plan  des  x,  y  et  en  supposant  que  le  point  A  ne  soit  intérieur  ni  à 
la  sphère  S,,  ni  à  la  sphère  S2,  les  inégalités  suivantes  : 

(.2) 

(i3) 

On  ci  déduira,  en  supposant  toujours  que  le  point  A  ne  soit  inté- 
rieur ni  à  la  sphère  S,,  ni  à  la  sphère  S2,  les  inégalités  suivantes  : 

Mi) 

(i5) 


T. 

<2, 

l, 

■  l 

»-M 

<3. 

l> 

3' 

1 

•  il 

,  1        9(3'-. 
!»         l\  1  ^         R 

)  Y 

'       "  x\   ^  9(35  — • 

)    Y 
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5.  On  sait  que  la  fonction  p,  figurant  dans  l'équation  (  3  i,  considé- 
rée comme  fonction  de  x,  y,  z,  peul  être  regardée  comme  le  potentiel 
d'une  couche  simple  répandue  sur  la  surface  (S).  Envisagée  ainsi, 

cette  fonction  existera  dans  toul  l'espace  el  elle  sera  égale  à     sur  la 

P 
surface  (S)  et  à  l'extérieur  de  cette  surface.  <)n  aura,  en  désignanl 

par  a  la  densité  de  la  couche  doi ni  naissance  au  potentiel  p,  partir, 

un  élément  de  la  surface  (S)etparr  la  distance  de  cel  élément  au 
point  M, 

(16)  v=\ 

•  s 
et 

~~  /(-  ydn   \  p)        an  y 

le  symbole 

d_ 
dn 

servant,  comme  il  est  d'usage,  à  représenter  la  dérivée  prise  suivant 
la  normale  intérieure  à  la  surface. 

La  fonction  de  Green  étant  positive  à  l'intérieur  de  la  surface  à  la- 
quelle elle  se  rapporte;  il  résulte  de  l'équation  (17)  que  la  fonction  u 
sera  constamment  positive. 

I  'imposons  les  axes  des  coordonnées  comme  dans  les  deux  premiers 
numéros;  envisageons  les  points  M,  et  M_,,  définis  au  n°  2  et  conser- 
vons sa  signification  à  la  lettre  y.  [Vous  allons  démontrer  que  les  déri 
vées  de  la  fonction  p,  calculées  pour  le  point  M,  jusqu'au  deuxième 
ordre  inclusivement,  tendent  vers  des  valeurs  bien  déterminées  lorsque 
y  tend  vers  zéro  et  nous  déterminerons  des  limites  supérieures  des 
valeurs  absolues  de  ces  dérivées.  Considérons  tout  d'abord  les  déri- 
vées du  premier  ordre  et  en  premier  lieu  la  dérivée  par  rapport  à  s. 
On  aura,  en  désignant,  par  x', y  el  z',  les  coordonnées  de  l'élément  d? 
et  par  r,  et  r2  les  distances  de  cet  élément  aux  points  M ,  el  M,, 


1 1  ^'1  -  ns'-7)«rf> 

\\às/a,~Js  r» 

l(a,=x(- 


(.8) 
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(  )n  sait  d'ailleurs  que 

m.. 

tendra  vers  une  limile  déterminée  quand  on  fera  tendre  y  vers  zéro; 
il  nous  suffira  donc  de  chercher  une  limite  supérieure  de  la  valeur 
absolue  de  celte  expression. 
Nous  avons 

|/^|</T' 

|  JS         '  S  ^    s  '2 

Or,  on  trouve,  en  se  reportant  à  l'inégalité  (i3)  d'abord  et  à  l'iné- 
galité (9)  ensuite,  que 

r\ z'\ud<s    .2    ruch 

d'où,  en  désignant  par  p2  la  dislance  du  point  M2  au  point  aÇÇ,  rn  C) 
défini  au  n°  1  et  en  se  rappelant  que  le  point  M,  est  extérieur  à  la 
surface  (S  ), 

.  r\z'\ud<s     '   2    1 

J'observe  maintenant  que 

on  aura  donc,  en  tenant  compte  de  la  deuxième  des  équations  (18)  et 
des  inégalités  (20)  et  (19), 

,      .  ("  u  du  '        1  2    1 

(2,)  U^1"<FI  +  h^' 

On  déduit,  d'ailleurs,  aisément  du  théorème  exprimé  par  l'inégalité 
il-),  les  conséquences  suivantes, 

s'  u"di 


Çs'ud<s\        ~a   f\s'\n> 
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Cl 


C  "  'h  ^  -m   !  C  »  <l~ 

Us-T<3iis-7f 


La  première  des  équations(i8  mous  donnera  donc,  en  tenant  compti 
des  inégalités  (20)  et  (21), 


*l\    I  <-  v  (A±,L 


d'où,  en  désignant  par  p,  la  dislance  du  point  M,  au  point  \j.{  :,  /,.  '(  >, 
en  appelant  d  le  maximum  de  la  distance  de  deux  points  mobiles  sur 
la  surface  (S)  et  en  nous  appuyant  sur  l'inégalité  (1  1), 


Considérons  maintenant  la  dérivée  par  rapport  à  v. 
On  a 

dv\     _  r  H.?'  d-, 

<h-\       _    rux'da 

ce  qui  donne,  en  tenant  compte  de  l'inégalité  <  1  '1  1, 

i  o]  1  I  f^\  _ ^   I /  9(33-o v  ri  •*■'!«</* 

Il  si.'raii  évidemment  aisé  de  calculer  une  limite  supérieure  du  second 
membre  de  cette  inégalité  tendant  vers  zéro  avec  y-  H  en  résulte  que 

(  -j-  )     tend,  lorsque  y  tend  vers  zéro  vers  une  limite  déterminée,  celle 
vers  laquelle  tend  (  ~  )     dans  les  mêmes  conditions.  I  ('ailleurs,  nous 

pourrons  nous  contenter  d'une  limite  supérieure  moins  rapprochée  de 
la  valeur  réelle  de  celle  quantité  el  qui  s'obtient  ainsi  : 
On  .1 

;/•,        et        y<'V 
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par  conséquent, 

Ç  |  x'  |  il  di      .   t  '  a  (h  i 

Us         r\  Vs  ''T   ~~  ?l' 

Il  suit  de  là,  des  inégalités  (23)  et  (i  i)  et  de  l'inégalité 


<7\ 


que 

,2r)  IUa.K^ — k — Jfï' 

où  '/  représente,  comme  plus  haut,  le  maximum   de  la  distance  de 
deux  points  mobiles  sur  la  surface  (S). 
On  trouvera  de  même 

,     -  I  /  dv\     !  ^  T      ,    27(33—  0rf"|   ' 

K^M.Kb^  — h — J^" 

Désignons  maintenant  par  De  une  dérivée  première  de  v  par  rap- 
port à  une  des  variables  x,  y  ou  z,  calculée  pour  un  point  M  intérieur 
à  la  surface  (S)  dont  la  plus  courte  distance  à  cette  surface  ne  soit  pas 
inférieure  à  II. 

!  I  viendra 

on  aura  donc  a  fortiori 

i*i<£j.- 

11  résulte  de  celle  inégalité  et  des  inégalités  (22),  (24)  et  (23)  que 
l'on  aura  en  posant 

(aG)  A  =  354-27.26R  +  ^, 

en  désignanl  par  Dp  une  dérivée  première  de  r  par  rapport  à  une  des 
variables  r,  y  ou  z,  calculée  pour  un  point  quelconque  intérieur  à  la 
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surface  (S)  et  en  appelant  p  lu  distance  de  ce  point  au  point  \j.{  :.  y,.  "._  |, 

|D"I<£- 

Or  A  reste  fini  quand  l'étendue  de  la  surface  (S)  décroît  suivant  une 
loi  convenable    :    ainsi,   par  exemple,  si  la    surface    reste    constam 
ment  semblable  à  une  surface  fixe,   \  reste  constant.  Le  premier  des 
trois  théorèmes  que  nous  voulions  établir  est  donc  démontré. 

4.  Passons  à  l'étude  des  dérivées  secondes  de  v.  Conservons  i  i  el 
effet  les  notations  du  numéro  précédent,  continuons  à  désignerpar  ./•'. 
>'  .  ;  les  coordonnées  d'un  élément  ch  de  la  surface  (  S)  el  soit  tou- 
jours ra  la  distance  de  cel  élément  au  point  M,.  Nous  obtiendrons 
facilement,  comme  on  le  verra  plus  loin,  tous  les  résultats  qui  nous 
sont  nécessaires  après  avoir  démontré  que  l'intégrale 

ï'  z'  il  ch 


3  =.(-ï 


tend  vers  une  limite  déterminée  lorsque  y  tend  vers  zéro  et  après 
avoir  calculé  une  limite  supérieure  delà  valeur  absolue  de  celle  inté- 
grale. 

Désignons,  dans  ce  but,  comme  au  n"  2,  par  (S  )  la  portion  de  la 
surface  (  S)  à  laquelle  se  rapporte  l'inégalité  (8  )  et  par  S"  le  reste  de 
celte  surface. 


l'osons 


r=f 


./-'  z  n  ih 


Ct 


r'  z'  il  (h 


.1"=/ 


Nous  aurons  alors 
(28)  J  =  J'  +  J". 

L'étude  de  l'intégrale  -I    peu!  seule  donner  lieu  à  des  difficultés; 
donc  d'elle  qu'il  convient  de  nous  occuper  en  premier  lieu. 
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L'inégalité  (8)  nous  montre  que  l'on  peut  poser 

(29)  3'  =  a:/:"2  4-  ibx'y1  -+-  oy-  +  Om(.c'-  +  y'~)~ , 

en  désignant  par  0  une  fonction  de  x'  et  y*  qui,  en  valeur  absolue, 
reste  plus  petite  que  l'unité  pour  toutes  les  valeurs  de  x'  et  y'  satisfai- 
sant à  l'inégalité 

./■-— r-     S2. 

La  fonction  0  sera  visiblement  une  fonction  continue  de  x'  et  y'  pour 
toutes  les  valeurs  de  ces  variables  vérifiant  l'inégalité  précédente,  sauf 
pour 

x'  ==y'  =  o. 


Portons  la  valeur  (29  )  de  z'  dans  l'intégrale  .1,  il  viendra 

1  j  =  «  1   -  +-  2 0  1 —     -t-c  1  - 

(  3o) 


J=fl  : h2ft : h  C     /    — — 


Il  résulte  immédiatement  de  la  continuité  des  fonctions  u  et  0  que  la 
dernière  intégrale  du  deuxième  membre  de  cette  équation  tend  vers 
une  limite  déterminée  lorsque  y  tend  vers  zéro  :  il  nous  suffira  donc  de 
calculer  une  limite  supérieure  delà  valeur  absolue  de  cette  intégrale. 
Or,  on  a 

I  *  |  <  ra 
et 

0'2+y2f<r2; 

il  s  ensuit  que 


(3i) 


/   «.r'0(.r's+  ,v'2)2  dv  Çudts  Çuda  1 

s     "  '1  ~         Js  ~r*  X  _7^   ~~  7* 


Nous  nous  servirons,  pour  établir  les  propriétés  des  autres  inté- 
grales qui  figurent  au  deuxième  membre  de  l'équation  (3o),  des  va- 
leurs connues  des  dérivées  "du  troisième  ordre  de  p  à  l'extérieur  de  la 
surface  (S). 
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Soil  \1  un  point  situé  sur  L'axe  des  ;  à  L'extérieur  de  la  surfacei  S  i 
à  une  distance  non  supérieure  en  valeur  absolue  à  It  de  cette  surface. 
Posons 

z  =  OM; 

désignons  par  /•  la  distance  du  point  M  à  l'élément  da  de  la  surface  |  S  I 
et  considérons  l'expression 

(d*v\     __         r.r'  ud-s  j.     r.r':<tld<j 

\^7m~"       ! ' .  's      '•'  '    Js       ^ 

Il  vient,  en  multipliant  cette  équation  par  z  et  en  effectuant  une  trans- 
formation facile, 

rx's'udi  -    rxnz'udv 

Multiplions  l'équation  précédente  parafe,  intégrons  de  —  R  à  -ycl 
désignons  par  C  le  point  ayant  pour  coordonnées 

.       x=y  =  o, 
Z  =  -  R, 

el  soit  en  outre  /;.  la  dislance  de  l'élément  (h  au  point  C,  il  viendra 

/  r   Y   /       Cii.r.'z-'di  -    /•    Y    ,      ruxns'd<s 

—  (i  /      dz  f  -    z hi»         '/r  /  7 


On  ne  manquera  pas  d'apercevoir,  en  considérant  cette  équation 
avec  quelque  attention  et  en  se  rappelant  que 


d3v  . 


022 

que  l'intégrale 

(33) 
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lias'  (h 


ru.r* 
h      ri 


tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  lorsque  y  tend  vers  zéro. 

Cherchons  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  cette  inté- 
grale et  observons  à  cet  effet  que  l'on  a  évidemment 


(34) 


r~r  ,     ru-Vz'd 


f>L^\<f>i^ 


«  I  ■='  I  da 


u\z'\  da 


Or,  si  l'on  désigne  par  r0  la  distance  du  point  O  à  l'élément  di,  on 
aura,  à  cause  de  l'inégalité  (i3) 

et  par  conséquent,  eu  égard  à  l'inégalité  (9), 

\z'[<—, 
il  s'ensuit  que 

(35)       rd.fH2*<ifd.p*. 

mais  l'inégalité  (10)  nous  montre  que 

r>\{ra-z): 


il  viendra  donc 


(36) 


1      uch 


.     ,    f   uch       .    ,.    Cad?         16 
On  trouve  d'ailleurs,  sans  aucune  difficulté,   en  faisant   un  usage 
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convenable  de  l'inégalité  (10),  que 
■y-y 


:  2  ; 


(37) 

J  tailleurs 

(38) 

el 
(39) 


J.K  *U*v« 


,/: 


< 


< 


Js      r;      |  ^  R* 


Cela  posé,  on  déduit  de  l'équation  (32)  et  des  inégalités  (34  i,  i  >5), 
(36),  (37),  (38)  et  (39),  la  conséquence  suivante  : 


t4o) 


/x'3ud<s  I 


3pî 


R?,        li- 


Décomposons  l'intégrale  (33)  en  deux  parties  de  la  manière  dont 
nous  avions  décomposé  l'intégrale  J  (voirie  commencement  du  11"  >  ). 
Il  viendra 

Çaf*u.da  _    Çxnu  (h  Çxn  u d? 

Js       '1        ~  J»      rl       +  Jv~l 

Or,  la  seconde  des  intégrales  du  deuxième  membre  est  en  valeur  absolue 
inférieure  à 


<>Ps 

il  résulte  de  là  et  de  l'inégalité  (4o)  que 

/ ,   \  1'     ■  u  il- 

(40 

en  posant 

(42)  H 


Çxnu 


rin  x  d  d1         d 

3.2       -t-I-|-2     R  "l-2Rî  ■+■    s> 


où  d  représente,  comme  dans  le  numéro  précédent,  le  maximum  de 
la  distance  de  deux  points  mobiles  sur  la  surface  |  S). 

Joarn.  de  Math.  (V  série),  tome  III    —    Fasc.  III,  1897.  I  '• 
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On  trouvera  aisément,  en  appliquant  la  même  méthode  que  tout  à 
l'heure, 


'*r'uda  I    .  M 


(43) 


il   f'^ 

)  |  Js-        r* 
I     r  .r'.T"«rfj  I    ^  H 


Désignons  par  N  la  limite  supérieure  des  valeurs  absolues  des 
nombres  a,  h  et  c  qui  figurent  dans  l'équation  (H);  l'équation  (3o) 
nous  donnera,  en  tenant  compte  des  inégalités  (3i),  /41  et  (13), 

|J'|<W  +  ^. 

Or,  on  a  manifestement 

il  résulte  donc  de  l'équation  (28)  que 

(44)  |J[<J. 

en  posant 

(45)  F  =  4NHH-»»rf-i-.|[. 

Observons  qu'il  suit  de  tout  ce  qui  précède  que  non  seulement 
l'intégrale  J  vérifie  l'inégalité  (44)  m'ais  qu'elle  tend  en  outre  vers  une 
limite  déterminée  lorsque  y  tend  vers  zéro. 

o.   Nous  voici  en  mesure  d'étudier  les  dérivées  secondes  de  la  fonc- 
tion c  à  l'intérieur  de  la  surface  (S). 
Nous  avons 

i     /  t)2e  \     o    f  .v'z'tifli         .,       (\v'ud3 
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On  trouve,  en  faisan I  usage  de  l'inégalité  (i 5), 

.  I     ['■''' :'  "'h  f'.r'z'  uch  I  f)(3;'—  l)         r\.v'\\;.'\n  ,li 

|./s      /•;  Js      r|      I  ^       û      "''.(.         F]        ' 

el  comme  les  inégalités  (  9)  et  (i3)  nous  donnenl 

I  -  I  ^    k  ' 
il  \  icnl 


/"|.r'|  |  z'\ujh  2     /"f/f/î 


s      2 


ce  (|ui  montre  que  la  différence!  '17)  tend  vers  zéro  en  même  temps 
que  y-  I  bailleurs 

/  '  il  (h  Ç  11  ch  _    1 

ce  (jui  donne 

I     Ça>' '  z' uch  Çx'z'ttrfo  I      .  2>9(35  —  i  i     i 

I   J~ ^  J  ''i         |  <  ~^  Fi" 

On  obtient,  par  une  méthode  analogue, 

d'où,  <'ii  égard  à  l'inégalité  (21) 

(49)    iTjfS^t-Tjf^t^ïU^li^  +  iJ;). 

Ce  résultat  n'est  pas  (oui  à  fait  suffisant  parce  qu'il  ne  permet  pas 
d'affirmer  avec  certitude  que  le  produit 

r.v'iuh 
tend  vers  une  limite  I>i''ii  déterminée  lorsque  y  tend  vers  zéro.  Pour 
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mettre  ce  point  en  lumière,  considérons  L'expression 


Çlldrs 


elle  tend,  comme  on  sait,  vers  2-;/  lorsque  y  tend  vers  zéro.  On  en 
conclut  par  un  calcul  facile  que  dans  le  cas  où  l'expression 

3  y    Cx'uda 

(  3o)  H '-    /    1- 

tend  vers  une  limite  lorsque  y  tend  vers  zéro,  la  fonction  u  admet  une 
dérivée  première  en  O  par  rapport  à  un  arc  tracé  sur  la  surface  (S)  et 
tangent  en  0  à  Taxe  des  x,  celte  dérivée  étant  égale  à  la  limite  de 
l'expression  (5o). 

Or,  on  a  vu  au  numéro  précédent  que  le  premier  terme  du  second 
membre  de  la  deuxième  des  équations  (46)  tend  vers  une  limite  déter- 
minée lorsque  y  tend  vers  zéro,  et  comme  le  premier  membre  de  cette 
équation  tend  manifestement  vers  une  limite  déterminée  quand  y  tend 
vers  zéro,  il  est  évident  qu'il  en  est  de  même  du  deuxième  terme  du 
second  membre.  Par  conséquent,  l'expression  (jo)  tend  bien  vers  une 
limite  déterminée  lorsque  y  tend  vers  zéro.  Cela  prouve  que  la  fonc- 
tion u  possède  des  dérivées  premières  sur  la  surface  (S).  Sachant 
cela,  on  voit  de  suite  que  le  premier  membre  de  l'inégalité  (4°,)  tend 
vers  zéro  lorsque  y  tend  vers  zéro.  On  conclut  de  tout  ce  qui  précède 
que  l'expression 

Jxdsju, 

tend  vers  une  limite  déterminée  lorsque  y  tend  vers  zéro. 

Les  équations  (46)  et  les  inégalités  (44))  (-18)  et  (4Ç))  nous  don- 
nent 

à!r  \  /  d*v  \     1^-,-Jl        a;(35— 1) 

àjrds)n,"i~\dxds)m.\  <   'p;  +  '       R 


^),|<.[«W*i7<3'-0H('  +  4)  +  3]J|. 
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Ce  (|ui  donne,  en  remarquant  que  d'après  l'inégalité  (n) 

cl,  en  posant 

(5.)  G  =  a7[3  +  6Frf+a7(3»-.)g(i  +  4g)]. 

<  >2)  UrrTT       <rr 


dx  dz  m 

Je  remarque  maintenanl  que  l'on  peut  1res  aisémenl  déduire  des 
expressions  connues  des  dérivées  de  la  fonction  v  à  l'extérieur  de  la 
surface  (S)  et  du  fait  établi  plus  haut  que  la  fonction  "  admet  des 
dérivées  du  premier  ordre  sur  la  surface  (S),  la  conclusion  suivante  : 
les  expressions 

r,3)        (£)„;    G£4,    "i    (Sï). 

tendent  chacune  vers  une  limite  parfaitement  déterminée  lorsque  l'on 
fait  tendre  y  vers  zéro.  <  >n  trouve  d'ailleurs,  en  évaluant  par  excès,  les 
valeurs  absolues  des  différences  des  expressions  précédentes  el   des 

expressions  analogues  relatives  au  point  M,,  et  en  se  servant  | cela 

des  procédés  employés  plus  haut  : 


l£L)..\<% 


en  posant 


à'-1     », 

dxdy   u 


G1  =  a7J3  +  [9(3*-i)  +  a7(3»-i)](i  +  ag)Jj. 

Les  expressions  l  >3)  tendanl  vers  des  limites  déterminées  lorsque  y 
tend  vers  zéro,  il  en  sera  de  même  de  l'expression 

d'-v 
dz1 
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On  déduit  d'ailleurs  des  inégalités  (54  )  que  Ton  a 

Cela  posé,  désignons  par  D2r  une  dérivée  seconde  de  r  calculée 
pour  un  point  quelconque  intérieur  à  la  surface,  mais  tel  que  sa  plus 
courte  distance  à  la  surface  ne  soit  pas  inférieure  à  U. 

On  aura 

|D.*l<Hi. 
et  a  fortiori 

(56)  |D,c|<3(^, 

où  p  désigne  la  distance  du  point  considéré  au  point  «(;,  yj,  t  )■ 
Désignons  par  B  le  plus  grand  des  nombres 

<>;)  G,         2G,  et         3  (^J' ; 

nous  pouvons  écrire,  en  vertu  des  inégalités  (52),  (54)  et  (55),  en 
désignant  maintenant  par  D2t>  Tune  quelconque  des  dérivées  secondes 
de  v  prises  par  rapport  aux  variables  x,  y  et  z,  pour  un  point  quel- 
conque intérieur  à  la  surface  (S)  : 

|d!p|<£, 

où  p  désigne  la  distance  du  point  considéré  au  point  u. 

Or,  on  reconnaît,  en  se  reportant  aux  valeurs  trouvées  pour  les 
nombres  (07),  que  si  l'on  fait  décroître  l'étendue  de  la  surface  (S) 
suivant  une  loi  convenable,  le  nombre  B  ne  dépassera  jamais  un 
nombre  fixe;  ainsi,  par  exemple,  si  la  surface  (S)  reste  semblable  à 
une  surface  fixe,  le  nombre  B  reste  constant.  Le  deuxième  des  théo- 
rèmes que  nous  voulions  établir  est  donc  démontré. 

G.  Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  démontrer  le  dernier  des  trois  théo- 
rèmes énoncés  au  n°  1.  Posons 


-.Jff^rc,/^/;, 
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où  L'intégration  doit  être  étendue  à  toul  le  domaine  Limité  par  la  sur- 
face (S). 

I.  intégrale  (6)  n'est  [>as  autre  chose  qu'une  dérivée  seconde  de  w. 
On  sait  que  w  peut  être  regardé  comme  le  potentiel  d'une  simple 
couche  répandue  sur  la  surface  i  S  >  avec  u lensité  telle  que,  à  l'exté- 
rieur de  la  surface,  la  fonction  w  soit  identique  au  potentiel  M"  d'un 
solide  homogène  de  densité  égale  à  i,  limité  par  la  surface  (S).  La 
densité  o  de  la  couche  donnant  lieu  au  potentiel  w  sera  manifestement 
positive  en  chaque  point  de  la  surface  (Si:  cela  résulte  de  ce  que  la 
densité  de  la  couche  donnant  heu  au  potentiel  pest  positive.  D'ailleurs, 
on  calculera  sans  peine  une  limite  supérieure  de  tn. 

Disposons  les  axes  des  coordonnées,  comme  nous  l'avons  constam- 
ment fait  dans  les  numéros  précédents,  et  envisageons  les  points  \l , 
et  M_,  que  nous  avons  déjà  considérés  tant  de  fois,  ou  plutôt,  bornons 
notre  attention  au  point  M2  qui  est  extérieur  à  la  surface  (  S  ).  Si  l'on 
calcule  pour  le  point  M2  les  dérivées  de  la  fonction  \T,  par  rapport 
à  x  et  y  jusqu'au  troisième  ordre  inclusivement,  on  reconnaîtra  sans 
la  moindre  peine,  en  tenant  compte  des  hypothèses  faites  au  sujet  de 
la  surface  (S),  que  ces  dérivées  tendent  vers  des  limites  finies  et  par- 
faitement déterminées  quand  on  fait  tendre  ■■  vers  zéro.  Comme  d'ail- 
leurs, à  l'extérieur  de  la  surface  (  S  ).  w  est  égale  à  VF,  les  dérivées  de 
la  fonction  w  jouissent  des  mêmes  propriétés.  Il  résulte  de  là  que  la 
méthode  employée  au  n°  1  pourra  être  appliquée. 

On  prouvera  ensuite,  par  un  procédé  analogue  à  celui  que  nous 
avons  employé  au  n°  5,  que  la  fonction  us  admet  des  dérivées  premières 
sur  la  surface  |  S  |  et  que  si  l'on  calcule  les  dérivées  de  la  fonction  w 
jusqu'au  deuxième  ordre  inclusivement,  pour  un  point  intérieur  à  la 
surface  (S  )  et  si  Ton  fait  tendre  ce  point  vers  un  point  quelconque  de 
la  surface  (  S  ).  ces  dérivées  tendront  vers  des  limites  déterminées  pour 
les  valeurs  absolues  desquelles  l'on  pourra  déterminer  une  limite  supé- 
rieure <■  qu'elles  ne  dépasseront  en  aucun  point  de  la  surface.  D'ail- 
leurs, il  est  clair  qu'a  fortiori  les  dérivées  secondes  de  w  calculées 
pour  un  point  intérieur  à  la  surface  (S)  ne  pourront  jamais  dépasser 
le  nombre  <  '..  Ainsi  donc  le  troisième  théorème  se  trouve  démontré. 
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L'étude  des  équations  différentielles  se  poursuit  actuellemenl  dans 
deux  directions  différentes.  <  >n  peut  avoir  en  \  ue  la  nature  analytique 
des  fonctions  cherchées,  el  les  considérer  dans  tout  le  champ  des  va- 
leurs réelles  ou  complexes  de  la  variahle  indépendante.  Mais  on  peul 
aussi,  eu  restant  dans  le  domaine  réel,  suivre  la  voie  tracée  par  les 
travaux  de  Sturm  el  par  ceux  de  MM.  Poincaré  et  Picard,  où  Ton  se 
propose  simplemenl  de  discuter  le  sens  dans  lequel  varienl  les  incon- 
nues, et  où  les  relations  d'inégalité  jouent  un  rôle  prépondérant 

Ces)  à  ce  dernier  point  de  vue  que  je  nie  placerai  exclusivement, 
dan-  ce  qui  mi  suivre,  pour  étendre  aux  cas  généraux  certaines 
remarques  simples  <|ni  s'offrent  dans  l'étude  des  problèmes  les  pins 
élémentaires  de  la  Dynamique. 

I.  Considérons,  parexemple,  une  surface  de  révolution,  rapportée 
aux  coordonnées  semi-polaires  /•,  0,  ;  el  définie  par  une  équation  entre 


(')  Les  principaux  résultats  contenus  dans  le  présenl  tnt\,iil  ont  été  présentés 

à  l'Académie  des  Sciences  il, m-   un    Méinoiri uronné  en   [896  (prix    Bordin) 

Ce   Mémoire  contenait,  en  outre,  un   résultat   relatif  aux   surfaces  ,1  courbures 
opposées  et  qui  sera  développé  plus  tard. 

Joui  n.  de   Math.      •    sérii       III     -  Pasc.  IV,  I  » 


33.»  HADAMARD. 

ret  s,  cl  le  mouvement  (sans  frottement)  d'un  point  sur  celle  surface, 
sous  l'influence  de  forces  dérivant  d'une  fonction  de  torées  I  indépen- 
dante de  0.  I  ne  discussion  bien  connue  montre  que  la  trajectoire 
reste,  en  général,  comprise  entre  deux  parallèles  de  la  surface.  Ces 
parallèles  peuvent,  par  un  choix  convenable  des  constantes  d'intégra- 
tion, être  choisis  arbitrairement,  mais  sous  la  condition  que  la  plus 
plus  petite  des  deux  valeurs  de  r  corresponde  à  la  plus  grande  des  deux 
valeurs  de  I  :  ils  comprennent,  par  conséquent,  entre  eux  une  région 
de  la  surface  où  r  el  l  varient  en  sens  contraire  (').  S'il  s'agit  d'une 
géodésique,  celte  dernière  conclusion  subsiste  en  général,  les  deux 
parallèles  limites  devant,  cette  fois,  avoir  le  même  rayon. 

(  '.'est  ainsi  qu'un  point  pesant  mobile  sans  frottement  sur  une  sphère 
passe,  eu  général,  à  quelque  instant  de  sou  mouvement,  dans  l'hémi- 
sphère inférieur. 

2.  La  circonstance  que  nous  venons  de  rappeler  n'est  que  l'appli- 
cation aux  surfaces  de  révolution  d'un  principe  général  :  comme  nous 
allons  le  voir,  dans  le  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  quel- 
conque, on  peut  toujours  assigner  une  région  I!  que  la  trajectoire  doit 
(  sauf  dans  un  cas  exceptionnel  )  traverser  une  infinité  de  fois. 

Ce  principe  est  d'ailleurs  celui  qui  a  été  invoqué  par  M.  Kneser 
dans  son  Mémoire  intitulé  :  Studien  ûber  die  Bewegungsvovgûnge 
in  der  Umgebung  instabiler  Gleichgewichlslagen  (2).  Toutefois  ce 
géomètre  ne  l'a  appliqué  qu'à  l'étude  du  mouvement  dans  le  voisinage 
d'une  position  d'équilibre  instable,  au  lieu  qu'en  réalité  la  portée  en 
est  plus  générale.  Cela  tient  à  ce  que  la  région  R  indiquée  par  l'auteur, 
du  moins  dans  la  forme  algébrique  de  son  raisonnement,  est  moins 
restreinte  que  celle  que  nous  formerons  (  '  |. 

3.  Considérons,  d'une  manière  générale,  un  système  d'équations 


(')  Saufdansle  cas  exceptionnel  où  /et  U  oui  leur  maximum  ou  leur  mini- 
mum en  même  temps. 

(-)  Journal  de  Crelle,  t.  115.  p.  3cx>  ei  suiv. 

i  i  La  région  introduite  par  M.  Kneser  esl  cille  ,i  laquelle  on  serait  conduit 
m  partant  de  la  remarque  que  nous  donnons  au  n°  23. 
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différentielles  du  premier  ordre, 

<I.r.  il  i  .  il './ ■„  . 

où  les  \,  sont  îles  fin  ici  ions  données  de  x,,  xi:  .  .  .,  #„.  Ces  dernières 
quantités  étanl  considérées  comme  1rs  coordonnées  d'un  poinl  \l  dans 
l'espace  En  à  //  dimensions,  le  système  i  i  i  définil  un  faisceau  de  tra- 
jectoires de  ce  poinl  :  si,  coin nous  le  supposerons,  les  fonctions  \ 

sontunivoques,  il  passe  une  trajectoire  et  une  seule  par  un  poinl  [iris 
au  hasard. 

Soii  \  (.;-, .  .;■_, r„)  une  fonction  univoque  quelconque.  Lorsque 

le  point  M  décrira  {l  variant  de  /„  à  -h  ■x)  sa  trajectoire,  celte  l'onc- 
tion aura,  en  général,  une  infinité  de  maxima  el  de  minima  successifs. 

Or  ces  maxima  et  mini  ma  ne  peuvent  évidemment  être  situés  en  des 
points  arbitraires.  Si  l'on  désigne  par  \i  f\  le  symbole 

X(/)=X,/+...  +  X„|£, 

(te,  O  r„ 

tout  point  où  \  est  maximum  ou  minimum  devra  satisfaire  à  l'équa- 
tion 

(a)  X(V)  =  o, 

laquelle  représente,  dan-  l'espace  l'7.  une  multiplicité  à  n  —  t  dimen- 
sions. De  plus,  suivant  qu'il  y  a  maximum  ou  minimum,  on  devra 
avoir  l'une  ou  l'autre  des  deux  inégalités 

\|V\   »]    o, 
\|\,\  -|    o, 

lesquelles  définissenl  chacune  une  portion  de  la  surface  (2),  la  pre- 
mière de  ces  portions  étanl  constituée  par  les  points  où  la  trajectoire 
passe  de  la  région  X.(V)  -oà  la  région  V  V  i<o,  la  seconde  par  les 
points  où  a  lieu  le  passage  inverse  ;  la  limite  de  ces  deux  portions,  qui 
est  une  multiplicité  à  //  —  2  dimensions,  se  compose  de-  points  où  la 
trajectoire  esl  tangente  à  la  surface  1  2  >. 
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Ainsi  une  trajectoire  quelconque  traversera,  en  général,  une 
infinité  de  fois  la  surf  arc  (  2  )  et  cela ,  successivement,  dans  chacune 
des  deux  régions  de  cette  surface  déterminées  respectivement  par 

les  inégalités  (3),  (  •">  >. 

i.  Pour  que  la  conclusion  précédente  tombe  en  défaut,  il  faut  que, 
à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /,  la  fonction  V  varie  constamment 
dans  le  même  sens;  aille,  par  exemple,  toujours  en  croissant. 

Or,  dans  ces  conditions,  il  arrivera,  soit  que  cette  quantité  augmente 
indéfiniment  avec  /,  soit  qu'elle  tende  vers  une  limite. 

Nous  écarterons  la  première  hypothèse,  soit  que  Y  reste  nécessaire- 
ment fini  dans  le  domaine  des  valeurs  cpie  peuvent  prendre  x,, 
.r.,,  ...,./„,  soil  que  nous  fassions  abstraction  des  trajectoires  le  long 
(lesquelles  il  devient  infini.  Nous  admettrons  donc  que  V  tend  vers  une 
limite  et  nous  nous  servirons  du  lemme  suivant  : 

Si,  lorsque  la  variable  t  augmente  indéfiniment,  la  fonction  \ 
de  cette  variable  tend  vers  une  limite  et  que  ses  n  -+-  1  premières 
dérivées  existent  et  reste///  finies,  les  n  premières  d'entre  elles  ten- 
dant vers  zéro. 

Bornons-nous,  pour  simplifier,  à  la  dérivée  première.  Nous  avons  à 
faire  voir  que  cette  dérivée  est,  pour  t  suffisamment  grand,  plus  petite 
en  valeur  absolue  qu'un  nombre  quelconque  donné  z. 

Soit,  à  cet  effet,  /  un  nombre  choisi  arbitrairement.  Dans  la  suite 
des  valeurs  de  /,   il  ne  peut  exister  une  infinité  d'intervalles  ayant 

1 d\  I       •  e 

chacun  une  étendue  supérieure  à  /  et  où    -=-   soit  plus  grand  que  -  : 

1  |  al  |  '  *        1 

car,  dans  un  pareil  intervalle,  \  varierait  de  plus  de  —  >  ce  qui  ne  peul 
se  produire  indéfiniment  puisque  V  tend  vers  une  limite.  A  partir  du 
moment  où  ces  intervalles  cesseront  de  se  rencontrer,  le  module  de  -r- 

dl 

sera  manifestement  plus  petit  que  î  si  nous  avons  pris  pour  /  un  nombre 
qui,  multiplié  par  la  limite  supérieure  de  Uj  1  donne  un  produit  infé- 


PROPRIÉTÉS     IiF.s     TRAJECTOIRES     IN     DYNAMIQUE. 

Le  même  raisonnement  s'étendanl  aux  dérivées  suivantes,  notre 
lemme  esl  démontré. 

"i.    Vppliquons  ce  lemme  ;'i  la  quantité  V  considérée  aux  n éros 

précédents,  en  admettant  que  cette  f :tion  et  ses  dérivées  partielles 

jusqu'au  troisième  ordre,  ainsi  que  les  f 'lions  \,  el  leurs  dérivées 

partielles  <ln  premier  el  <lu  second  ordre,  restent  Unies  lorsque  le  poinl 

mobile  s'éloigne  indéfiniment  sur  cette   trajectoire.  Dans  ce  cas,  - 
'[^  et^    restent  finis.  Donc  ^        V  V  ,  et  ^  =  \  |  \<  \  i]  tendenl 

vers  zéro. 

Nous  arrivons,  par  conséquent,  à  la  conclusion  suivante  : 

Lorsque  lu  fonction  \  et  ses  dérivées  jusqu'au  troisième  ordre, 
les  fonctions  \,  d  leurs  dérivées  jusqu'au  second  ordre  restent  fi- 
nies pour  i  /////ni,  lu  trajectoire  traverse  uni'  infinité  de  fois  cha- 
cune des  régions  de  lu  surface  i  2  )  définies  respectivement  pur  1rs 
inégalités  i'Ii,  il  1;  <>u  si/un/,  elle  es/  asymptolique  ù  lu  multi- 
plicité à  n  —  :>.  dimensions  qui  sert  de  limite  commune  ù  ces  deux 
régions. 

Ce  dernier  cas  doit  d'ailleurs  être  regardé  comme  exceptionnel  ('  1. 

<i.  Quoique  les  équations  de  la  Dynamique  soienl  du  second  ordre 
ri  ne  puissent  être  ramenées  au  premier  que  par  l'introduction  des  \  i- 
tesses  comme  inconnues  auxiliaires,  elles  vonl  nous  fournir  des  résul- 
tats Mes  analogues  aux  précédents,  surtout  dans  le  cas  le  plus  simple 
el  dont  nous  allons  nous  occuper  toul  d'abord,  relui  où  il  u  \  .1  que 
deux  degrés  de  liberté. 

(  lonsidérons  un  système  doni  la  position  ne  dépend  que  de  deux  pa- 
ramètres u.  e.  par  exemple  un  poinl  matériel,  de  masse  égale  à  1 ,  mo- 
bile sans  frottemenl  sur  une  surface  où  //.  v  sonl  les  coordonnées  cur- 
vilignes.  I     étanl  la  fonction  des  forces  et  Eu'- -h  zYu'v'-h  Gv'-  la 


'  1    I  ..//   plus  loin,  n"  5:t. 
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force  vive,  les  équations  du  mouvement  donneront 

(  EG  —  Y  -  )  —r  =  G-r Y  -. — h  1/  -{Y (i-t- l'T 

,//-  du  dv  \     au        a      du        2      dv  J 

+  av(¥àu--GTv) 

\2         du  2        <7P  de/ 

(EG  —  Y1) -j-;  =  —  Fr  +  E-j-  -h  //  ■    -hy-  +  -Y  -. E  — 

-   dt2  au  dv  V2       do  2       du  du 

,  ,/17.dE        PdG 

-+-  u  v  [Y  -. L  -r- 

\     dv  du 

,.,  /^  dF        i  vdG        i  c,  dG  \ 

+  e-F- E-t-  -    -F-j-    • 

de         2       oc         2      du  / 

Soil  V  une  fonction  de  m,  e  dont  nous  désignerons,  pour  abréger, 
les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  par  P,  Q,  R, 
S,  T  :  il  viendra 

(4)  ï-p"'  +  Q"'> 

cP\  r,rf2M  /-\d2i'  r>      ,,  or-  ti       ■> 

^=p^  +  Q^+r"2+2Sm<'4-tv 

^  di'  \     dv  du  I  du 


CM  UU    I  un       ,     ,T,  /      ,        ,x 

*(B'>^)=iR+       «^.rpfF*  -iGf-iFf) 

(  hLi  —  b2L     \     d«         2       du         9.      de/ 

A/ir(iE        i^dE        ndF\M     ,., 
v  \2      dv        2      du  du  i  |  ) 


q(f£-b£ 


de 


\  r,-,  i         fp,  / 1  ~  dG         i  ,^  dG         „  dF 

/  EG — r2L     \2       ""         -'•       dv  dv 


v\     de       a       de        2      du  '  |j 
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Le  terme  indépendant  de  u',v',  dans  l'expression  de -^-j-.  n'est  autre 

que  l'invarianl  désigné,  dans  les  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces 
de  M.  Darboux  ('),  par  la  notation  A(U,  V). 
Faisons  usage  de  l'équati les  forces  vives 

Y.  il  '  -   2F«  r   +  Gp'*=   2|  I  //  t. 

la  différence 

»(«>')  »(Q,  —  P) 


E«'!       >.Fu'v       Gc'!        EQ1— aFPQ  +  GP1 
contenant  en  facteur  IV  4-  GV,  nous  pouvons  écrire 

où  /.  et  <i.  ne  < tiennent  d'autre  dénominateur  que  la  quantité 

Ko--      2FPQ  -+-  GP2; 

A  Y  désigne,  conformément  aux  notations  de  M.  Darboux,  le  quotient 
de  relie  même  expression  EQ2  —  2FPQ  •+-  GP2  par  EG  F2;  I,  ,1  la 
valeur 


1        V  —       17p.  _  Pi 

(8) 


EG—  I 
RQ2—  2SPQ  +  TP- 


M.       I  (EG  — F*)* 


(?«  !       Wr  de/  ^-\      ,A  ,A-  .       ,a  2       <}« 

+  pq^(Ff^EàG_LGdE_iFàE\(lEàELFdEdl 

1)11  du  •        du  !       0P  '        2       '/e  2       ^//  <?«  '  | 

Cette  quantité  s'exprime  également  à  l'aide  des  paramètres  différen- 
tiels de  M.  Beltrami.  En  nous  conformant   toujours  aux  notations  de 

1  '  1  T.  III.  Li\.  VII,  Ctiap.  I. 
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M.  Darboux,  nous  trouvons  successivement 

jA(V,At>  )  =^-pîyJ(GP-FQ)ïR-+-2(GP-FQ)(EQ— EP)S+(EQ-FP)2T 
+  I(GP-FQ)f^Qs-^PQ  +  ^P^ 

+  I  (  EQ  -  FP  )  (f  Q*  -  ^  PQ  +  -  l'M  I 

aVa(V,EG  — F;) 

+        2(EG  — F2) 

M  V,  A.  V)  =  ^-F_P?;GR,[«K  -  *FS  +  ET  +  P(g  -  |) 

+  Q(f-rI)-;^EG-F')]- 

«•I .  | > ii i-  conséquent, 

(8  )  lv=AVA2A  -  'Ai  \  .  A\  ). 

7.   Faisons  d'abord  \  =  1    :  il  viendra 

■    i   .  •  I  II         IV  I  ■         c/l 

Considérons    un   maximum   de    l  .    Nous  (levions  avoir   —j  =  o, 
- —  <o  :  comme  Al    esi  essentiellement  positif,  il  en  résulte 


(  10)  Iu="-  • 

l'égalité  ne  pouvant  avoir  lieu  que  pour  Al  =  o,  c'est-à-dire  en  une 
position  d'équilibre. 

Réciproquement,  étant  donné  un  poinl  quelconque  situé  dans  la 
région  1,  <  <>.  il  existe  une  trajectoire  passant  en  ce  point  et  y  admet- 
tant un  maximum  de  la  fonction  l  .  Car  on  peut  prendre  //  H  v'  pro- 
proportionnels à  Q  et  —  1\  ce  qui  rend  la  fonction  <I>t  u'\  v')  négative, 
puis  donner  à  ces  quantités  //'.  v'  des  valeurs  assez  grandes  pour  que 
ce  terme  <!>(  u',  v'  )  surpasse  en  valeur  absolue  Al  . 

Si  nous  divisons  la  surface  donnée  en  deux  régions,  l'une  où  I,  est 
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positif,  l'autre  où  il  est  négatif,  une  trajectoire  quelconque  passera,  en 
général,  une  infinité  de  fois  dans  la  seconde  de  ces  deux  régions,  à 

laquell 1  peut,  en  conséquence,  donner  le  nom  de  région  attractive, 

pendant  que  la  première,  dans  laquelle  le  poinl  mobile  ne  peut  rester 
constamment,  esl  en  quelque  sorte  une  région  répulsive. 

Ainsi  que  l'a  remarqué  \1.  Kneser  dans  le  cas  où  la  surface  donnée 
esl  un  plan  (  '  |,  le  maximum  de  I  ne  peut  avoir  lieu  que  là  où  les 
lignes  de  niveau  ont  leur  courbure  géodésique  tournée  dans  le  sens 
des  I  croissants.  Ce  résultat  est  équivalent  à  celui  <pii  précède, 
comme  on  le  voit  en  introduisant  l'expression  de  cette  courbure  géo- 
désique ('-  ),  expression  dont  le  numérateur  esl  précisément  IL. 

La  ligne  de  séparation  des  régions  attractive  el  répulsive  est  consti- 
tuée parle  lieu  des  inflexions  géodésiques  des  courbes  de  niveau,  c'est- 
à-dire,  d'une  part,  .par  les  points  où  la  courbe  de  niveau  est  tangente  à 
une  direction  asymptotique  (3)  ;  d'autre  part,  par  les  points  où  son  plan 
oscillateur  est  normal  à  la  surface.  Par  exemple,  dans  le  cas  de  la 
pesanteur,  cette  ligne  de  séparation  se  compose  du  contour  apparent 
horizontal  et  du  lieu  des  points  où  une  direction  asymptotique  est 
horizontale. 

8.  11  est  intéressant  de  comparer  le  résultat  précédent  avec  celui 
que  l'on  rencontre  dans  le  cas  d'un  paramètre,  par  exemple  dans  le 
mouvement  d'un  point  suc  une  courbe  sous  l'influence  d'une  force 
fonction  de  la  position  du  point.  On  sait  qu'alors  le  mobile,  s'il  ne 
s'éloigne  pas  indéfiniment  dans  un  sens  déterminé,  oscille  périodique- 
ment dans  un  certain  intervalle  et  que  cet  intervalle  comprend  néces- 
sairement une  position  d'équilibre  stable.  Dans  le  cas  de  deux  para- 
mètres, c'est  la  région  attractive  qui  remplace,  à  cet  égard,  la  position 
d'équilibre  stable  |  '  ). 

i  '  i  Loc.  cit. 

(2)   Darboox,  loc.  cit.,  t.  111,  p.  202,  formule  i 

i  ')  Cette  propriété  caractéi  istique  des  lignes  asymptotiques  que  les  courbes 

qui  leur  son l  tangentes  avec  un  plan  osculateur  quelc ] it  leur  courbure 

géodésique  nulle,  est  en 'relation  évidente  avec  le  rôle  que  jouent  ces  lignes  dans 
la  théorie  de  la  déformation. 

I   La  question,  plusieurs  fois  discutée  (voir,  en  particulier,  Jordan,  t 'omptes 
Journ.  de  Math.  (5'  série),  lome  III.   —  Fasc.  IV,  I  I 
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î).  Nous  avons  supposé  que  la  fonction  U  avait  des  maxima  en 
nombre  infini.  Nous  devons  maintenant  examiner  le  cas  où,  à  partir 
d'une  certaine  valeur  de  /,  U  varierait  constamment  dans  le  même 
sens.  Pour  voir  ce  qui  peut  se  passer  dans  ces  conditions,  nous  ferons, 
comme  précédemment,  certaines  hypothèses.  Nous  admettrons  : 

i°  Que  L"  est,  sur  toute  la  surface,  fini  et  inférieur  en  valeur  abso- 
lue à  une  limite  déterminée,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  jusqu'au 
troisième  ordre  inclusivement; 

2°  Que  E,  F,  G  restent  également  partout  finis  et  inférieurs  en  va- 
leur absolue  à  nue  limite  déterminée  ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu'au 
second  ordre  inclusivement; 

3°  Que  EG  —  F2  est  partout  différent  de  zéro  et  supérieur  à  une 
limite  déterminée. 

Sous  la  forme  où  nous  venons  de  les  énoncer,  ces  hypothèses  sont 
trop  restrictives  et  ne  seraient  pas  réalisées  en  général.  Ainsi,  pour 
prendre  le  cas  le  plus  simple,  une  sphère  rapportée  aux  coordonnées 
astronomiques  ordinaires  ne  satisferait  pas  aux  conditions  précédentes, 
EG  —  F2  étant  nul  aux  deux  pôles.  Nous  ferons  abstraction  de  ces 
singularités  apparentes,  en  supposant  qu'on  ait  défini  un  certain 
nombre  de  régions  empiétant  les  unes  sur  les  autres,  de  manière  que  : 
i"  tout  point  de  la  surface  soit  intérieur  à  Tune  au  moins  de  ces  ré- 
gions; 2"  dans  chacune  d'elles  on  puisse  faire  choix  d'un  système  de 
coordonnées  tel  que  les  conditions  précédentes  soient  vérifiées.  Si  ces 
résultats  ne  peuvent  être  atteints  qu'après  séparation  d'une  ou  plu- 
sieurs portions  de  la  surface  donnée,  celles-ci  seront  véritablemenl 
singulières  et  nous  les  exclurons  du  raisonnement,  en  ne  considérant 
que  les  trajectoires  qui  n'y  passent  point.  C'est  ce  cpii  arrivera,  par 
exemple  s'il  y  a  des  nappes  infinies. 

Dans  ces  conditions,  nous  sommes  assurés  tout  d'abord  que  u'  et  c' 
rotent  finis.  Les  singularités  signalées  par  M.  Painlevé  (')  sont  donc 


rendus  de  l'  Icadémie  des  Sciences,  t.  LXXIV,  LWY;  Boussinesq,  ibid.),  des 
lignes  de  faite  el  des  thalwegs  trouverait  peut-être  sa  solution  dans  des  considéra- 
tions analogues  aux  précédentes  : -les  lignes  de  faite  étant  en  quelque  sorte  les 
lignes  répulsives  par  excellence  et  les  thalwegs  les  lignes  attractives  par  excellence. 
(M  Comptes  rendus,  26  octobre  1896. 
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exclues  el  il  y  a  lieu  de  taire  varier  ïjusqu  a  +-  --c.  De  plus,  -.- 

-y—  restent  linies  ei,  par  conséquent,  d'après  le  lemme  précédemment 

démontre,  si  l    tend  vers  une  limite,  -n-  et  -y-,  tendent  vers  /.no.  in 

al        eu- 

nous  envisageons  alors  la  formule  (9),  nous  voyons  que  si  Al    n'esl 

pas  très  petit,  X  et  \x  sont  finis,  de  sorte  que  le  dernier  terme  du  second 

membre  est  infiniment  petit.  Dès  lois,  ou  bien  il  existe  des  valeurs 

de  l  aussi  grandes  que  l'on  veul  {mur  lesquelles  L  <  o  el  alors  nous 

n'avons  pas  à  modifier  les  conclusions  des  numéros  précédents;  ou 

bien  AL  tend  vers  zéro.  Or  les  identités 

EAU  =  Qféïg-  +  I",        GAU  =  <G^  +  q. 

montrent  que  AL  ne  peut  tendre  vers  zéro  s'il  n'en  est  pas  de  même  de 
P  et  de  Q.  Si  donc,  comme  c'est  le  cas  général,  la  surface  ne  renferme 
qu'un  nombre  fini  de  positions  d'équilibre,  le  mobile  devra  tendre 
vers  une  de  ces  positions.  Dès  lors  la  vitesse  tend  sers  zéro,  ainsi  que 
l'a  démontré  M.  Painlevé  (');  c'est  d'ailleurs  ce  qui  résulte  de  notre 
lemme,  appliqué  aux  coordonnées  u  et  c  considérées  comme  fonctions 
de  t. 

En  un  mot,  lorsque,  sur  une  sur/arc  régulière  et  où  L  se  com- 
porte  partout  régulièrement,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  posi- 
tions d'équilibre,  toute  trajectoire  qui  ne  passe  pas  une  infinité  de 
fois  dans  la  région  attractive  tend  asymploliquement  vers  une  de 
ces  positions. 

10.  Si  l'on  considérait,  non  seulement  les  valeurs  de  /  supérieures 
à  t0,  mais  l'ensemble  des  valeurs  de  t  de  —  =c  à  4-  00,  on  peut  affirmer 
sans  restriction  que,  pour  une  au  moins  de  ces  valeurs,  le  mobile  pas- 
sera dans  la  région  attractive.  Car  le  contraire  ne  pourrait  avoir  lieu 
que   si    la   trajectoire   tendait   asymptotiquemenl    vers   une   position 


!  '  1   Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  el  Leçons,  sur  l'intégra- 
tion des  équations  de  la  Dynamique. 
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d'équilibre  tant  pour  /  infini  positif  que  pour  /  infini  négatif.  Mais, 
dans  ce  cas,  les  valeurs  de  l  correspondant  à  ces  deux  positions 
limites  seraient  les  mêmes  el  seraient  atteintes  par  valeurs  décrois- 
santes (puisque  la  force  vive  tendrait  vers  zéro).  Donc,  dans  l'inter- 
valle, M  passerai!  nécessairement  parmi  maximum. 

L  ne  position  d'équilibre  ainsi  atteinte  asymptotiquemenl  est  néces- 
sairement instable.  Car  on  peut  donner  à  /  une  valeur  t0  assez  grande 
pour  que  le  mobile  prenne  une  position  aussi  voisine  qu'on  veut  de 
l'équilibre  avec  une  vitesse  (  i/'ti.  v'^)  aussi  petite  qu'on  veut;  on  sait, 
d'autre  part,  que,  dans  un  mouvement  quelconque  compatible  avec  la 
loi  de  forces  donnée,  on  peut  changer  /  en  /„  —  t  :  le  mouvement  ainsi 
transformé  est  évidemment  en  contradiction  avec  l'hypothèse  de  la 
stabilité. 

il.  Si  les  positions  d'équilibre,  au  lieu  d'être  en  nombre  fini,  for- 
maient sur  la  surface  une  ou  plusieurs  lignes,  la  conclusion  précédente 
ne  subsisterait  pas  nécessairement.  La  trajectoire  pourrait  être  asym- 
ptotique  à  une  ligne  d'équilibre  sans  que  la  vitesse  tende  vers  zéro  ;  mais 
un  pareil  fait  est  loin  de  pouvoir  se  produire  pour  une  ligne  d'équilibre 
quelconque.  Soit,  en  effet,  /(«,  p)  =  o  l'équation  de  la  ligne  d  équi- 
libre, /'  étant  une  fonction  dont  les  dérivées  partielles  p  et  q  ne  sont 
pas  nulles  toutes  deux  en  un  point  quelconque  de  cette  ligné.  [Par 
exemple,  sur  le  tore  à  axe  vertical  représenté  en  coordonnées  semi- 
polaires  r,  0,  s  par  l'équation  z-  -+-  (/■ — «j2=/>-,  si  la  force  agissante 
e>l  la  pesanteur,  on  pourra  prendre  /'=  /• —  a.\ 

■—et—A-  tendront  vers  zéro  d'après  notre  lemme  dun°4,  el  comme  il 

en  est  de  même  de  A(  I  .  /'  i.  si  la  vitesse  ne  tend  pas  vers  zéro,  il  en 
résulte  lim  1/  =  o,  ce  qui  exige  que  lf  soit  nulle  sur  la  courbe  d'équi- 
libre. A/' étant  différent  de  zéro,  celte  ligne  doit  être  une  géodésique 
île  la  surface,  d'après  l'expression  précédemment  rappelée  de  la 
courbure  géodésique. 

12.  -Noire  théorème  n'apprend  quelque  chose  que  si  la  région 
répulsive  existe.  Il  est  aisé  de  voir  qu'il  en  est  ainsi  en  général.  Suppo- 
sons, en  effet,  L  partout  iini  sur  la  surface  :  il  aura  un  maximum 
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(position  d'équilibre  stable)  el  un  minimum.  Si  ce  maximum  cl  ce 
minimum  sont  isolés,  le  premier  sera  intérieur  à  la  région  attractive, 
le  second  à  la  région  répulsive;  car,  autour  d'un  point  «0,  c„  où  il  csl 
minimum,  l   aura  un  développement  de  la  forme 

a(u  —  i/„  )-  4-  :>./>{//  —  //„)(  p  —  c„  )  4-  c(v  —  p„)a  4-.. . 
;i\  ec 

b-  —  ac  <[  o,  o  >  o. 

Si  l'on  forme  l'expression  I, ,  on  \  oil  que  la  partie 

RQa  -  2  SPQ  4-  TPS  =  aQ2  -  2//PO  -+-  cP2  +  . . . 

o!  du  second  degré  el  essentiellement  positive  autour  du  point  (  «„,  p0  i 
pendantque  la  partie  restante  esl  de  degré  supérieur  au  second.  Quanl 
à  ce  point  lui-même,  il  l'ait  partie,  comme  point,  isolé,  de  la  courbe 
I„  =  o,  mais  mi  peut  le  considérer  comme  appartenant  à  la  région 
répulsive,  puisque  toute  trajectoire  passant  en  ce  poinl  \  admel  un 
minimum  de  I  . 

Là  encore,  les  conclusions  peuvent  être  toutes  différentes  s'il  existe 
pour  l  une  ligne  de  minima  ou  de  maxima.  Ainsi,  lorsqu'un  poinl 
mobile  sur  une  sphère  est  attiré  par  un  diamètre,  il  est  clair  que  la 
concavité  des  lignes  de  niveau  est  partout  dirigée  dans  le  sens  de  la 
loue:  il  u'\  a  doue  pas  de  région  répulsive.  Cela  tient  à  l'existence 
d'une  ligne  de  minima  pour  l  ,  le  grand  cercle  perpendiculaire  au 
diamètre  attirant. 

13.  On  remarquera  que  si  l'on  change  l  en  —  l  ,  c'est-à-dire  si 
l'on  passe  du  mouvement  primitif  à  son  conjugué,  I,  esl  changé  en 
—  I,,  de  sorte  que  les  régions  attractive  et  répulsive  se  permutent 
entre  elles. 

1  I.  Si  nous  connaissons  une  limite  supérieure  de  la  constante  des 
forces  vives,  nous  pouvons  restreindre  la  région  attractive,  car, 
moyennant  L'inégalité  //    h0,  notre  formule  (9)  donne,  en  un  maxi- 
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muni  de  U, 

(it)  AL-+a(U^)lc<o, 

qui,  avec  U  +  /<0  =  o,  définit  une  région  de  la  surface,  région  manifes- 
tement comprise  dans  la  première. 

De  même,  si  nous  connaissons  une  limite  inférieure  de  la  constante 
des  forces  vives,  nous  connaîtrons  par  là  même  une  région  où  devra 

se  trouver  le  minimum  de  U,  car  les  relations  —r  =  o,  — r-=-  -o,  h  >/>„, 

ai  '    dt-  -    '      -    «' 

combinées  avec  la  formule  (9),  donnent. 

AU+2(U^W>o, 

région  qui  comprend  la  région  répulsive  et  une  partie  de  la  région 
attractive,  celte  dernière  partie  diminuant  indéfiniment  lorsque  //„ 
augmente  indéfiniment. 

15.  Soit  maintenant  "\  quelconque,  el  supposons  donnée  la  valeur 
de  la  constante  des  forces  vives;  dès  lors,  les  inégalités 

A(U,V)+a<P  +  A^<o; 

(.3)  A(U,V)+2(U^/t)Iy>o 

correspondent  à  une  division  de  la  surface  en  deux  régions  telles  que 
tout  maximum  de  \  est  nécessairement  situé  dans  l'une,  tout  mini- 
mum dans  l'autre. 

Quant  à  la  discussion  du  cas  où  "\  n'a  pas  une  infinité  de  maxima 
et  de  minima,  elle  se  fait  d'après  les  principes  invoqués  précédemment. 
Kn  supposant  encore  que  A  reste  fini  ainsi  que  ses  dérivées  partielles 
jusqu'au  troisième  ordre,  il  faudra  que  la  trajectoire  tende  vers  une 

certaine  courbe   limite  V  =  a.   De  plus,  la   condition  que  —r-  et  -r— 

soient  infiniment  petits  nous^  montre,    d'après  la  formule  |  7  ).  que 

A(  U,  V)  +  —  "'  ~7 -  '  '  *  tend  vers  zéro,  à   moins  que  A  Y  et,  par  suite, 
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-s— >  -j-  ne  - ni  eux-mêmes  infiniment  petits.  Mais  sj  cette  dernière 

circonstance  se  produisait,  il  arriverait  ou  bien  que  V-  ei  -  -  ne  seraienl 

^      ou        dv 

nuls  qu'en  des  points  isolés  de  la  courbe  V  =  a,  et  alors  le  bile 

devrai!  s'approcher  indéfiniment  d'un  de  ces  points,  qui  devrait  être 
une    position    d'équilibre    instable    (  '  ),    du    bien    que    les    égalités 
o\      ov              ...                   ,          ,    ,.    . 
^  —  ~J^  —  °  auraient  lieu  sur  toute  la  courbe  limite,  auquel  cas  s 

remplacerions  V  par  une  autre  fonction  s'annulant  sur  la  courbe 
Y  —  a  sans  que  ses  dérivées  partielles  soient  nulles  toutes  deux.  Reste 

l'hypothèse  que  A(U,  V)  -+-  —  ^  v  tende  vers  zéro  sur  la  trajec- 
toire et,  par  suite,  soil  nul  sur  la  courbe  limite  :  alors  celle-ci  sera  une 
trajectoire  possible  (  puisque  les  conditions  Y  =  a,  —r  =  o  entraînenl 

dF  =  ° 

Ainsi,  toute  trajectoire  sur  laquelle  V  cl  ses  dérivées  partielles 
restent  finies  passera  une  infinité  de  fois  dans  chacune  îles  deux 
régions  (12)  et  (i3)  el  traversera,  par  conséquent,  une  infinité  de 
fois  leur  ligne  de  séparation,  à  moins  quelle  ne  tende  asymplolique- 
ment  vers  une  position  d'équilibre  instable  ou  vers  une  trajectoire 
fermée  représentée  par  une  équation  de  la  forme  V  =  a. 

l(i.  On  peut  déduire  <\u  résultat  précédent  un  autre  qui  soit  indé- 
pendant de  la  valeur  de  la  constante  des  forées  vives,  car  l'équation 

Ail  .  \  ) -h  : —  r^ — —  =0.  combinée  avec  l'inégalité  U  -+-  h  >  o. 
donne 

A(U,V)Iv<o, 

inégalité  qui  doit  être  vérifiée  une  infinité  de  fois  sur  toute  trajectoire 
non  exceptionnelle. 

17.  Prenons  le  cas  des  géodésiques.  En  faisant  U  =  o,  nous  voyons 
que,  sur  une  géodésique,   le  maximum  de  \    a  lieu  nécessairemenl 

(')   Voir  Painlevé,  loc.  cit. 
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dans  la  région  Iv<^o,  le  minimum -dans  la  région  [v->o:  toute  géo- 
désique  passera  une  infinité  de  fois  dans  chacune  de  ces  deux  régions, 
à  moins  qu'elle  ne  soit  asymptotique  à  une  géodésique  fermée  ayant 
pour  équation  \  =  a. 

Ce  résultat  est  en  accord  avec  celui  que  nous  avons  établi  en  pre- 
mier lieu  (  n°  7),  car  on  sait  que  les  géodésiques  peuvent  être  consi- 
dérées comme  les  trajectoires  limites  d'un  mobile  qui  se  meut  sous 
rinlluence  de  forces  dérivées  d'un  potentiel  quelconque  ±  V. 

On  peut,  d'ailleurs,  déduire  tous  les  résultats  précédents  les  uns  des 
autres  en  parlant  des  résultats  que  fournit  le  principe  de  la  moindre 
action.  Ce  principe  montre,  en  effet,  que  les  géodésiques  de  l'élément 
linéaire  Y.  du-  ■+-  -iV  dmh > -t-  (i  dv-  sont  identiques  aux  trajectoires 
d'un  mobile  parcourant  la  surface  d'élément  linéaire 

V.du-  +  2  F  du  dv  ■+-  Gd*.*- 
V 

sous  l'action  des  forces  dérivées  du  potentiel  V.  De  même,  on  ne 
change  pas  les  trajectoires  en  remplaçant   simultanément   l'élément 

linéaire  Y.dir  -+-  i  Fdudv  -+-  (ir/r2  par  (Y.di/-  4-  2  Fdudv  ■+-  Gdv3  )  . 

et  la  fonction  de  forces  U  par  V.  Cette  transformation  permet  de 
passer  des  résultats  du  n°  7  à  ceux  du  n°  liî. 

18.  Si,  en  particulier,  V  =  o  est  l'équation  d'une  géodésique  fer- 
mée L,  la  quantité  Iv  est  nulle  tout  le  long  de  cette  ligne.  Si  elle  n'est 
pas  nulle  ailleurs,  la  ligne  L  devra  être  coupée  une  infinité  de  fois  par 
toute  autre  géodésique. 

Nous  allons  appliquer  cette  remarque  en  prenant  pour  Via  distance 
géodésique  d'un  point  de  la  surface  à  la  ligne  L  et  supposant  que  la 
courbure  de  la  surface  donnée  garde  un  signe  invariable. 

Prenons  pour  coordonnées  l'arc  v  de  L,  compté  à  partir  d'une 
origine  fixé  jusqu'au  pied  d'une  géodésique  normale  à  la  première,  et 
l'arc  u  de  cette  dernière  géodésique,  compté  à  partir  de  son  pied. 
L'élément  linéaire  sera  rfs!  =  rf«!  +  CW  et,  pour  u  ==  o,  l'on  aura 

C  =  i,  -r—  =  o.  Si  nous  prenons  pour  "\    la  quantité  //  elle-même,  la 

formule  (  cS  )  donnera  l„  =  ^-»  lequel  est  bien  nul  sur  L. 
ou        ' 
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Supposons  maintenanl  que  la  surface  donnée  soil  à  courbure  par- 
toul  positive.  <  lomme  cette  courbure  a  pour  expression  «  '  ) 

,  d*C 

\\\\      :  ""  C  du*' 

la  quantité  v^>  qui  est  nulle  avec  //  et  croissante  quand  u  décroît,  .1 

1  Ou      l  ' 

un  signe  contraire  à  celui  de  u.  La  valeur  absolue  de  u  ue  peul  donc 
avoir  de  minimum  autre  que  zéro,  ii  par  conséquent,  sur  une  sur/ace 
à  courbure  partout  positive,  toute  géodésique  fermée  est  coupée 
une  infinité  de  fois  par  toute  nuire  géodésique. 

19.  Toutefois,  la  démonstration  ainsi  présentée  est  loin  d'être  irré 
prochable,  car  nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que  la 
fonction  A  était  univoque  et  avait  ses  deux  premières  dérivées  déter- 
minées et  continues,  et  il  est  clair  que  ces  propriétés  n'appartiennent 
pas  à  la  quantité  u  dont  il  vient  d'être  question.  Non  seulement,  lors- 
qu'un point  M'  se  déplace  sur  une  ligne  L',  la  géodésique  le  long  de 
laquelle  est  comptée  la  distance  minima  de  ce  point  à  une  ligne 
fermée  L  ne  varie  pas  toujours  continûment  :  mais  il  peut  même 
arriver  qu'il  soit  impossible  de  considérer  comme  variant  continû- 
ment une  géodésique,  menée  par  le  point  M'  normalement  à  L.  Si,  par 
exemple,  on  prend  sur  l'équateur  d'une  sphère  un  arc  AB  plus  petit 
qu'une  demi-circonférence  et  qu'on  remplace  le  reste  de  la  circonfé- 
rence par  une  ligne  ayant  avec  celle-ci,  en  A  et  B,  un  contact  d'ordre 
aussi  élevé  qu'on  voudra  niais  située  tout  entière  dans  l'hémisphère 
supérieur,  on  fournira  ainsi  une  ligne  fermée  L;  lorsqu'un  point  M  . 
variable  sur  une  ligne  L',  passe  au  pôle  supérieur,  le  pied  de  la  géodé- 
sique normale  à  L,  menée  par  ce  point ,  passe  brusquement  de  A  en  B. 

Nous  ne  serons  donc  en  droit  d'affirmer  la  proposition  précédente 
qu'après  avoir  examiné  les  objections  auxquelles  donnent  lieu  de  telles 
singularités. 

20.  Nous  admettrons,  connue  nous  sommes  en  droit  de  le  faire. 

(')  Dabboux,  Leçons,  t.  II,  p.  4'6,  formule  |  >i  1. 

Journ.  de  Math.  (5*  sérit-).  tome  III.  —  Fasc.  I\,  1897.  ^ 
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d'après  les  principes  établis  dans  les  Leçons  de  M.  Darboux,  qu'entre 
deux  points  qnelconques  de  la  surface  existe  un  chemin  minimum.  La 
longueur  de  ce  chemin  sera  évidemment  une  fonction  continue  de  la 
situation  de  chacun  des  deux  points.  Nous  admettrons,  en  outre,  que 
pour  toute  géodésique  déterminée  par  un  de  ses  points  (de  coordon- 
nées curvilignes  a,  p)  et  par  l'angle  co,  qui  définit  sa  direction  en  ce 
point,  les  coordonnées  (soit  curvilignes,  soit  cartésiennes)  de  l'extré- 
mité d'un  arc  s,  compté  à  partir  du  point  (a,  [3),  sont  des  fonctions 
de  a,  jB,  a>,  s  continues  et  admettant  des  dérivées  partielles  jusqu'à  un 
ordre  suffisamment  élevé;  c'est  ce  qui  a  lieu,  moyennant  des  hypo- 
thèses très  simples  sur  la  nature  de  la  surface,  d'après  les  travaux  de 
MM.  Poincaré  et  Picard. 

Dans  ces  conditions,  la  distance  géodésique  minima  d'un  point 
déterminé  quelconque  M'  de  la  surface  à  un  point  variable  M  de  la 
ligne  fermée  L,  variant  continûment  avec  M,  aura  une  valeur 
minima.  A  ce  moment,  la  géodésique  MM'  sera  normale  à  L.  Cela  est 
hors  de  contestation  dans  le  cas  général  où,  en  remplaçant  cette  géo- 
désique MM'  par  une  autre  de  même  longueur,  mais  faisant  avec  la 
première,  au  point  M',  un  angle  infiniment  petit,  la  position  du 
point  M  est  altérée  d'un  infiniment  petit  du  même  ordre;  mais  le  con- 
traire peut  se  présenter  :  c'est  ainsi  que,  sur  une  sphère,  on  peut 
mener  une  infinité  d'arcs  de  grands  cercles  différents  et  ayant  pour 
extrémité  commune  le  point  diamétralement  opposé  au  premier. 

Pour  montrer,  dans  tous  les  cas,  que  MM'  est  normale  à  L,  il  suffit 

Fig.    '•' 


de  prendre  sur  MM'  un  point  P  suffisamment  rapproché  de  M  pour 
qu'une  géodésique  issue  de  P,  et  infiniment  voisine  de  MM',  ne  puisse 
couper  celle-ci  sur  l'arc  PM  ni  dans  le  voisinage  de  M.  Alors  la  singu- 
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larité  qui  pouvait  se  produire  pour  les  géodésiques  issues  de  M  ne 
peut  avoir  lieu  pour  les  géodésiques  issues  de  1'  :  si  donc  PM  n'était 
pas  normale  à  L  (fig.  i),  il  y  aurait  nécessairement,  dans  le  voisinage 
de  M ',  sur  le  segment  de  L  qui  fait  avec  MM'  un  angle  aigu,  un 
point  M,  tel  que  sa  distance  à  I'  soii  plus  petite  que  PM.  Le  che- 
min M'I'M,  serait  donc,  contrairement  à  l'hypothèse,  plus  courl 
que  M'M. 

21.  MM  étant  la  plus  courte  distance  géodésique  du  point  M'  à  la 
ligne  L,  on  pourra  en  général  trouver,  de  part  et  d'autre  du  point  M, 
deux  points  N,  N,  tels  que  les  distances  M  \.  M  \,  soient  plus 
grandes  que  M'M.  Si  donc  nous  considérons  un  point  M'(  suffisam- 
ment voisin  tle  M,  les  longueurs  géodésiques  M',  N,  M,  \,  seront  plus 
grandes  cjue  M,  M,  et  la  distance  de  M',  à  un  point  variable  de  L  aura 
un  minimum  M', M,  (qui  pourra  n'être  qu'un  minimum  relatif)  en  un 
point  M,  situé  entre  >.  et  N,.  Par  le  point  M',  passera  donc  une  géo- 
désique normale  à  L  et  voisine  de  M'M.'  On  voit  que  cette  conclusion 
n'est  en  défaut  que  si  au  point  M  est  attenant  un  certain  segment  de  I. 
dont  tous  les  points  sont  à  la  même  distance  du  point  M'.  C'est  d'ail- 
leurs ce  qui  peut  arriver,  comme  nous  Pavons  vu  tout  à  l'heure  par 
l'exemple  de  la  sphère. 

Ces  géodésiques,  normales  à  L  et  voisines  de  MM,  ne  couperont 
d'ailleurs  pas  l'arc  MM';  car,  si  les  arcs  géodésiques  MM',  M,  M,  se 


Fi  y.  .- 


coupaient  en  I  (fig.  2),  la  distance  M, M  serait  plus  petite  que  MM 
ou   la   distance   MM',    plus   petite   que   M,  M,,   suivant   qu'on   aurait 


35o  HADAMARD. 

IM,<IM  ou  IM5IIM,.  De  même,  ces  géodésiques  ne  se  couperont  pas 
entre  elles  dans  leurs  segments  voisins  de  MM'. 

22.  Soit  maintenant  M'  un  point  situé  sur  une  ligne  L'  et  dont  la 
distance  à  L  est  ininima  par  rapport  aux  points  voisins  de  L'.  Nous 
verrons,  comme  tout  à  l'heure,  que  MM'  est  normale  à  L'.  Il  en 
résulte  tout  d'abord  qu'il  ne  peut  exister  une  infinité  de  géodésiques 
égales  à  MM'  et  allant  du  point  M  à  la  ligne  L,  car  l'une  au  moins  de 
ces  lignes  ne  serait  pas  normale  à  L'.  Donc,  chaque  point  de  l'entou- 
rage de  M'  pourra  être  joint,  à  L  par  une  géodésique  normale  voisine 
de  \I  M.  Reprenons  alors  le  système  de  coordonnées  précédemment 
considérées,  tel  que  u  soit  la  dislance  du  point  («,  c)  à  la  ligne  L. 
L'élément  linéaire  de  la  surface  sera  du'1  +  G'2 dv*  où,  d'après  nos 
hypothèses,  la  fonction  C  admettra,  au  voisinage  du  point  M',  des 
dérivées  jusqu'à  un  ordre  déterminé. 

Supposons  C  différent  de  zéro  en  M'.  Alors  la  courbe  A,  lieu  des 
extrémités  d'arcs  M,P  égaux  à  MM'  et  portés  à  partir  de  L  sur  les 
géodésiques  normales  à  L,  autrement  dit  la  courbe  parallèle  à  L  pas- 
sant par  M',  sera  une  ligne  normale  à  MM  et  à  laquelle  les  formules 
connues  (')  assigneront  une  courbure  finie,  ainsi  que  sa  dérivée  par 
rapport  à  l'arc  ;  et,  par  conséquent,  la  distance  d'un  point  quelconque 
de  L'  à  celte  ligne  (c'est-à-dire  u  —  MM')  aura  une  dérivée  et  une 
dérivée  seconde  en  M  .  Notre  raisonnement  est  dès  lors  applicable 
sans  objection. 

Quant  à  l'hypothèse  C  =  o  (au  point  M'),  elle  est  incompatible  avec 
la  propriété  de  minimum  supposée  à  MM'.  En  effet,  la  courbe  A  doit, 
d'une  part,  être  située  du  même  côté  de  L'  que  le  segment  M'M  et, 
d'autre  part,  être  normale  à  ce  dernier,  ainsi  qu'on  le  verrait  comme 
précédemment.  Si  C  était  nul  en  M',  une  géodésique  normale  à  L  en 
nn  point  M,  (  fig.  3),  distant  de  M  d'un  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  el  égale  à  MM',  aurait  pour  extrémité  un  point  P  distant  de  M' 
d'un  infiniment  petit  du  second  ordre  (au  moins).  En  supposant  que 
la  géodésique  M,  est  abaissée  d'un  point  M',  de  L',  nous  voyons  que 
les  distances  PM'(  et,  par  suite^  M'M',,  seraient  également  du  second 

(')  Daiuiocx.  Leçons,  Liv.  V,  Chap.  II,  Tableaux  II  et  IV. 
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ordre.  Je  dis  que  la  ligne  MM,  fait  avec  la  li^ne  L',  prise  dans  le 
sens  M  x  qui  s'éloigne  de  M',  un  angle  aigu. 


En  effet,  tout  d'abord,  nous  savons  que  la  ligne  M,  M,  ne  coupe 

pas  MM'.  Joignons  MM,.  L'angle  M, M  M   esl  infinimenl   petil   du 

premier  ordre,  et  l'angle  M  M,  M',  du  second  ou,  du  moins,  s'il  n'en 
est  pas  ainsi,  on  pourra  trouver  surM,M',  un  point  X  tel  que  l'angle 

M,  \M    soil  du  second  ordre.  Il  en  sera,  par  suite,  de  même  de  la 

différence  entre  les  angles  NM'o?  et  YM,./.  Le  premier  de  ces  angles 
différant  de  l'angle  droit  d'un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  le 
second  est  bien  aigu.  Dès  lors,  la  distance  du  point  M,  à  la  ligne  I. 
devrait  être  décroissante  quand  ce  point  s'éloigne  de  M  .  ce  qui  esl 
impossible. 

L'hypothèse  (.  =  o  doit  donc  être  écartée  et  la  validité  de  notre  rai- 
sonnement est  assurée. 

Nous  avons  toutefois  à  nous  demander  si  une  géodésique  de  la  sur- 
face ne  pourrait  pas  être  asymptotique  à  L.  La  théorie  générale  des 
solutions  asymptotiques  montrerait  qu'il  n'en  peut  ''lie  ainsi;  mais 
c'est  ce  qui  résulte  (''gaiement  des  notions  précédentes,  car  m  //  devait 

tendre  vers  zéro  par  valeurs  positives,  par  exemple.    —  devrail  tendre 

vers  zéro  par  valeurs  uégatives  et,  par  conséquent,  -j-j  devrait  être 

positif  pour  des  valeurs  très  grandes  de  l  :  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu, 
ainsi  que  nous  venons  de  le  montrer. 
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Il  est  donc  établi  que  la  ligne  L  est  coupée  une  infinité  de  fois  par 
toute  autre  géodésique.  En  particulier,  une  surface  à  courbure  partout 
positive  ne  peut  avoir  deux  géodésiques  fermées  qui  ne  se  rencontrent 
pas. 

*lô.  Ce  dernier  résultat,  au  moins  s'il  s'agit  de  géodésiques  sans 
points  doubles,  est  susceptible  d'une  autre  démonstration  très  simple. 
Si,  en  effet,  nous  admettons  que  la  surface  est  simplement  connexe, 
deux  géodésiques  fermées  ne  se  rencontrant  pas  devraient  comprendre 
entre  elles  une  aire  à  laquelle  la  relation  de  Bonnet (')  assignerait  une 
courbure  totale  nulle,  ce  qui  ne  se  peut. 

Or  une  surface  à  deux  côtés  et  sans  points  singuliers,  à  courbure 
partout  positive  (la  valeur  zéro  et  les  valeurs  infiniment  petites  étant 
exclues)  est  toujours  simplement  connexe. 

Pour  le  démontrer,  nous  considérerons  la  représentation  spbérique. 
La  surface  étant  à  deux  côtés,  à  cbaçun  de  ses  points  correspond  une 
représentation  sphérique  bien  déterminée.  Si  la  surface  est  d'ailleurs 
quelconque,  cette  représentation  spbérique  pourra  être  à  plusieurs 
feuillets.  Ces  feuillets  pourront  se  raccorder  les  uns  aux  autres  de 
diverses  façons  :  par  exemple,  ils  pourront  se  joindre  par  un  bord 
commun,  de  manière  à  former  par  leur  ensemble  un  pli:  c'est  ainsi 
qu'une  surface  de  révolution  dont  la  méridienne  présente  une  inflexion 
aura  une  représentation  spbérique  pliée  en  deux,  suivant  le  cercle  qui 
correspond  au  parallèle  d'inflexion.  Dans  ce  cas,  le  sens  des  aires 
sphériques  et,  par  suite,  le  signe  de  la  courbure  totale  change  évidem- 
ment quand  on  passe  d'un  feuillet  à  l'autre. 

Si,  d'autre  part,  la  courbure  s'annule,  même  sans  changer  de  signe, 
la  représentation  sphérique  peut  présenter  certains  points  singuliers 
influant  sur  le  mode  de  raccordement  des  feuillets.  Mais  lorsque,  con- 
formément à  nos  hypothèses  actuelles,  on  suppose  la  courbure  tou- 
jours supérieure  à  un  nombre  positif  déterminé,  il  n'en  peut  être 
ainsi.  Si  M  est  un  point  quelconque  de  la  surface  et  m  sa  représenta- 
tion sphérique,  une  petite  région  de  la  surface  entourant  le  point  M 
est  représentée  par  une  petite^région  de  sphère  recouvrant  une  seule 


(')  Darbolx,   Leçons,  t.  111,  p.  126. 
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fois  l'entourage  du  point///,  et  le  rapport  des  étendues  de  ces  deux 
régions  varie  entre  deux  limites  linies.  De  plus,  tout  point  de.  la  sphère 
sert  de  représentation  sphérique  à  un  point  de  la  surface  :  autrement 
dit,  la  représentation  sphérique  n'a  pas  de  bord,  car,  puisque  le  rap- 
port des  aires  correspondantes  reste  fini,  un  pareil  bord  devrait  cor- 
respondre à  un  bord  de  la  surface. 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  représentation  sphérique  se  compose 
d'un  seul  feuillet.  Si,  en  effet,  ///  et  /»'  étaient  deux  points  superposés 
de  cette  représentation  sphérique,  correspondant  à  deux  points  dis- 
tincts M  et  M'  de  la  surface,  à  une  ligne  L,  joignant  ces  derniers,  cor- 
respondrait une  ligne  /,  joignant  les  deux  représentations  sphériques, 
et,  en  l'absence  de  toute  singularité,  cette  ligne  pourrait  être  déformée 
jusqu'à  être  infiniment  petite,  ce  qui  est  absurde. 

La  représentation  sphérique  recouvre  donc  simplement  la  sphère 
entière  et  est,  par  suite,  simplement  connexe;  il  en  est  de  même  de  la 
surface  donnée  qui  lui  équivaut  au  point  de  vue  de  la  géométrie  de 
situation. 

L'étude  des  surfaces  à  courbures  opposées,  relativement  auxquelles 
on  obtient  des  résultats  beaucoup  plus  complets  que  les  précédents, 
fera  l'olijel  d'un  travail  ultérieur. 

*2i.  On  peut,  dans  certains  cas,  restreindre  la  région  attractive  en 
appliquant  le  théorème  à  une  trajectoire  déterminée,  issue  d'un  point 
donné.  En  ce  point,  la  fonction  V,  supposée  croissante  pour  fixer  les 
idées,  a  une  certaine  valeur  V  „  et  le  premier  maximum  de  V  devra 
être  au  moins  égal  à  V0.  Nous  pourrons  donc  affirmer  que  la  trajec- 
toire (toujours  sauf  le  cas  d'asymptotisme  ou  celui  de  V  infini)  passe 
non  seulement  dans  la  région  donnée  par  l'inégalité  (12),  mais  dans 
la  partie  de  cette  région  où  V  est  supérieur  à  V0. 

Cette  remarque  se  distingue,  comme  on  le  voit,  des  précédentes  en 
ce  qu'elle  donne  des  conclusions  différentes  pour  les  différentes  trajec- 
toires compatibles  avec  la  même  loi  de  force,  et  cela  indépendamment 
de  toute  intégrale  connue. 

Elle  peut  d'ailleurs  être  appliquée  à  plusieurs  reprises  par  l'intro- 
duction de  deux  fonctions  V  et  V,.  La  considération  du  maximum 
de  V  permet  de  délimiter  une  région  R  où  toute  trajectoire  doit  passer 
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une  infinité  de  fois.  Dans  cette  région,  V,  a  un  maximum  M,;  dès 
lors  toute  trajectoire  doit  passer  dans  la  fonction  R,  de  la  région 

A(U,V<)+a(U  +  *)I*<o, 

où  Y,  est  supérieur  à  M, .  Dans  cette  nouvelle  région  R, ,  la  fonction  V 
a  nu  maximum  M'  et  toute  trajectoire  devra  passer  une  infinité  de  fois 
dans  la  portion  R'  de  la  région  R  où  V  est  supérieur  à  M',  etc. 

25.  Il  csl  à  remarquer  qu'on  peut  aussi  obtenir  des  renseignements 

sur  le  signe  de  —rr  sans  faire  intervenir  la  condition  —r-  =  o.  Le  rap- 
8  ai-  ai  ' 

itort  =— = "  ',' , — j^^r  reste,  en  effet,  lorsque  i/'  e\  (''varient,  compris 

entre  deux  limites  fixes  X,  et  X,.  Si  donc  les  sommes         '   — bX,  el 

T;  +  A,  sont  de  même  signe,  ce  signe  sera  celui  de  -rv 

L  +  h  D  <<t- 

Il  est  clair  que  cri  le  circonstance  se  présentera,  en  particulier,  en 
tout  point  de  la  surface  où  V  est  maximum  ou  minimum  absolu,  et 
par  conséquent,  en  général,  aux  environs  d'un  tel  point;  et,  en  effet, 
la  forme  <I>( '  u',  v')  est  alors  définie  et  Ton  a,  de  plus,  A(U,  V)  =  o. 

26.  L'expression  g— ^ — ^"  \\, — ^—7,  et,  par  suite,  les  quantités  X,, 

X2  sont,  d'ailleurs,  susceptibles  d'une  expression  géométrique  très 
simple.  Si,  en  effet,  on  suppose  U  —  o,  t  étant  alors  l'arc  s  d'une  géo- 

désique,  on  voit  que  le  rapport  en  question  représente  la  dérivée  -3-^ 

prise  sur  la  géodésique  de  direction  («',  r').  Si,  d'ailleurs,  on  décom- 
pose le  dénominateur  en  carrés,  de  manière  à  avoir 

E«'2+  iFu'v'  -+-  Gi-'2=  £-  -h  Y]2, 

moyennant  quoi  la  forme  $(*/,  f')  peut  s'écrire 

$0',V)  =  o(E,  y;), 

\  et  t\  représenteront  des  coordonnées  rectangulaires  dans  le  plan  tan- 
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genl  à  l.i  surface,  el  l'équation 

?(5.i)  =  i 

sera  celle  d'une  conique,  lieu  de  l'extrémité  d'une  longueur 

~\     du 

portée  sur  la  tangente  à  la  géodésique.  Les  nombres  /.,  el  /  _,  sonl  les 
inverses  des  carrés  des  axes  de  cette  conique. 

L'équation  qui  déterminé  "/.,.  "/.,.  exprimée  à  l'aide  des  paramètres 
de  Beltrami,  est 


A-  -  XA,  V  + 


sA(V,  A\')A.,Y  —  AAV 

4aV 


on  voit,  en  particulier,  que  la  somme  des  valeurs  de  — rr  sur  deux 

1  *  as* 

géodésiques  rectangulaires  quelconques  est  constante  et  égale 
à  12\. 

27.  Notre  proposition  fondamentale  peut  être  considérée  comme 
fournissant  un  moyen  de  transformation  des  expressions  différentielles 
qui  interviennent  clans  la  théorie  < l<  s  géodésiques.  Par  exemple,  nos 

calculs  donnent  une  démonstration  de  ce  fait,  utilisé  précède ent, 

que  l'équation  lv  =  o,  vérifiée  sur  la  ligne  \  =  a,  exprime  la  condi- 
tion pour  que  celle  ligne  soit  une  géodésique;  puisque,  moyennant 

cette  condition,  les  relations  "\  =  a,  —r-  =  o  entraînenl  |  sur  la  géodé- 
sique) -w-r  =  o.  On  en  déduirait  même  sans  difficulté  l'expression 
de  la  courbure  géodésique  d'une  ligne  quelconque  A  =  a,  puisque 
celle-ci  dépend  de  la  dérivée  -tj>  S  désignanl  la  distance  4  cette  ligne 

d'un   point   de  la   ligne  géodésique  tangente,  distance  sensiblement 

.     .  V—  a 
égale  a     „.   • 

du 

18.  Nous  pourrons  encore  former  aisément  la  quantité  lN  lorsque 
la  surface  est  donnée  par  son  équation  cartésienne 

(i4)  f(x,y,z)  =  o, 

Jour n.  de  Math.     i«  série),  tome  III.  —  Fasc.  IV,  i  [O 
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\  étant  alors  une  fonction  tics  coordonnées  x,  y,  z.  Il  nous  suffira 
pour  cela  de  reprendre,  dans  celle  nouvelle  hypothèse,  nos  calculs 
primitifs  en  écrivant  tout  d'abord  les  équations  du  mouvement  d'un 
point  sur  la  surface.  Nous  supposerons  la  masse  du  point  égale  à  i,  et 
non-  aurons 

cPx        dU       -,  df 

dt-         dx  <)./■ 


,lt- 

d\)        .  df 
dy           dy 

~dTL 

ÛV        -  df 

--àJ+^dT 

d'où  ( ./'.  i  ',  z'  désignant  les  composantes  de  la  vitesse  ) 


(.5) 


'   d^V_  _  dV  dU        dV  dV        àVà] 
dt1  du-  dos         à  y    dy         dz    dz 

I  +  A  (%-  —   +  4£  —  +  dJ- — 

\dx  dx        dy  dy         à;    dz 

c/2V     ,.,        d'\      ,.,        às\    ,., 
dx'  dy/  dz- 

d2V     ,   ,  d'-\     ,    ,  d-\      ,    , 

■+-  2  -7— r-  y  -   -+-  2         .     Z  X  -h  2  -. — r-  x  y  , 
dydzJ  dzdx  dxdy     J 

et  X  est  déterminé  par  la  condition 

d'-f        df  dV        df  d\J        df  dl        d*f    ,.,       d'f     ...        d'-f     . 

d'f     ,   ,  d*f     ,    ,  d'-f      ,    , 

dyàzJ  dzdx    .  dxdy     y 


*m<%)'+m 


Nous  trouvons  donc  bien  l'expression  de  -j—  connue  se  composant 
de  deux  termes 

K     <       y     _  à±dU  *JV^U  d±dU 

i     M        '        '  ~   (te   ,//■    +  d/    dy    +    d;    ds 

.!/■    .111  At    ,111  ,1/"  ,111  .I/'    ,)\  ,!/■    ,)\  ,)/'.)\ 

lvdz  dx    '    dy  dy    '   dz  àz  j  \âx  dx    '    dy  dy    '    dz  dz 


{%)'+{%)'■ 


M) 


(I7) 
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indépendanl  des  \  itesses,  l'autre 

$(«',  p') 

à-\     ,.,       ,)-\     ...       <F\     ...  d'-\      ,    ,  d'-\      ,    ,  d*\       . 

<>j-  ih  -•  as3  OvOz-  dzdx  dxày 

I        J!  ''"    '     Fi/H          ',---  +  2  -r-^j-  y  -   +  2  -y-'  -  ■  ;    r  -  ■        '     I     i     I 

I      da  -  ..h  ().--  àyàz'  dzà 1  (tet/j 

k($L*1       dfM  +  4fàS  . 
|_  \  dr  rfx        ô*y  <Jy        dz   dz  J  J 

(ÏHIHIT 

quadratique  par  rapport  à  ces  vitesses. 
Nous  aurons  enfin  I,  en  supposanl 


d'où 


77F 

X 

d\ 

,)  r 

+ 

ffV 

-'■  ' 

v' 

'  + 

ffV 
dz 

df  d\  _àfdV        df àV_  _  df_  dV        ^  dV  _  <>/   «A 
<?y   ds         ds  <'i  «a  ox1        dx  dz  dx  dy         ôy  dx 

et 

i  /'  #  'Il  _  Ë£  ^V    Vdy__<tfày_td£dV_  df  d\   . 
•i(.r'.  y',  s')  V\(/x  c>j         tfJ  o,k'  <?J  <?■*'        <7"f   «"=  '  <J-r  à  y        <)y  da 

.  ^TT7  —  (df  dV  _  df  àVy      fà£dV_(tf  dVV      (  df  à\  _  df  d\   , 
1  ôy  dz       dz  ày  '        \dz  dx       dx  dz  '        \àx  ôy       ày  da 

le  dénominateur  du  premier  membre  représente  la  force  vive,  celui 

du  second  membre  est  égal  à  |(  ~  )  +  (  ~-  )  -+-  (  -f-  )    PV-  d'aPres  '■' 

formule  (16  ).  On  a  clone  finalement 

.(àfdV_dfdV    dfd\_df  dV>  df  OV  _  df  à\   , 
.    _  *\ok  d;        d;  dr'  dz  dx       dx  dz'  dx  dy        dy  dx) 

résultat  qu'on  déduirait  également,  bien  entendu,  des  formules  de 
Beltrami  (  '  i. 

i  I > utmii  \.  Leçons,  n    679,  t.  lit. 
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La  fonction/  étant  donnée,  la  fonction  Iv  —  o  est  l'équation  aux 
dérivées  partielles  des  surfaces  qui  coupent  les  surfaces  f  =  const. 
suivant  des  lignes  géodésiques. 

Si,  par  exemple,  la  surface  considérée  est  l'ellipsoïde 


—  + 


62 


l'axe  des  z  étant  supposé  vertical  descendant,  les  formules  deviennent, 
pour  V  =  A.r  +  ar  +  vz, 


(-)         iv=-Eifê-^ 


/  X  x        (j.  v 


b-- )      /xa         ,K2 


c* 


La  ligne  L=o  se  réduit  à  la  section  principale  horizontale  qui, 
nous  le  savions  déjà,  doit  être  coupée  par  toute  géodésique,  en  sa 
qualité  de  géodésique  fermée.  De  plus,  un  point  pesant  mobile  sur  la 
surface  passera  toujours  dans  l'hémisphère  inférieur  (sauf  le  cas 
d  asymptotisme  à  la  position  d'équilibre  instable  ). 

Plus  généralement,  toute  géodésique  coupe  toute  section  diamé- 
trale, celle-ci  pouvant  toujours  être  considérée  comme  contour 
apparent  de  la  surface  relativement  à  une  direction  convenablement 
choisie. 

Quant  aux  trajectoires  des  mobiles  pesants,  obtenues  en  prenant 
U  -f-  h  =  g(z  -+-  A),  elles  passent  dans  la  région  attractive  définie  par 
l'inégalité  (11),  soit 


(s-sy- 


a-  b-c'* 


De  plus,  si  nous  prenons  V  =  ~kx  -+-  u.y,  nous  voyons  que  toute 
trajectoire  devra  couper  la  courbe  A(U,  V)AV-t-  2(U  -f-  h)ly=  a, 
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soit  ICI 


%)]}[<»+*■•)$ 
+=(--+*)[(£ 


h-- 

-s)"] 

; 

c2     i  ,  à  >• 

Soient  x  >  (î  >  y  les  axes  de  l'ellipsoïde  rangés  par  ordre  de  gran- 
deur. Si  1rs  quantités  -.  +   —  ,    -  et  4  + -:1-ï: — -sont  de  même 

1  e-  ï-  c2  y- 

signe   pour  z  +  A\>o,  ca — -->>o,  ce  qui  arrivera   lorsque  k  sera 

négatif  ou,  au  contraire,  supérieur  à  c  h ,  le  facteur  entre  crochets 

dans  le  premier  membre  de  l'équation  ci-dessus  ne  pourra  s'annuler 
et,  par  conséquent,  pour  les  valeurs  correspondantes  de  la  constante 
des  forces  vives,  la  trajectoire  coupera  toul  vertical  de  la  surface. 

Sur  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  la  ligne  \lx+v.r^z=o  ne  se  com- 
posera pas  toujours  unique ni  du  contour  apparent  relatif  à  la  direc- 
tion i  X,  (/.,  v),  mais  comprendra  également  les  sections  par  les  plans 
tangents  de  mêmes  cosinus  directeurs,  puisque  ces  sections  sont  des 
lignes  asymptotiques  de  la  surface. 

29.  Notons  encore  que  nos  résultats  subsistent,  dans  une  certaine 
mesure,  lorsqu'il  3  a  frottement  ou  résistance  passive  quelconque,  lui 
effet,  une  telle  résistance  agil  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire,  el  la 
région  attractive  est  définie  par  une  propriété  de  la  composante  nor- 
male de  la  force  agissante  l  celle-ci  devant  être  de  même  sens  que  la 
courbure  géodésique).  Il  est  donc  encore  démontré  qu'un  maximum 
de  la  l'onction  I  ne  peut  exister  en  dehors  de  la  région  que  nous  avons 
appelée  attractive  (Test  d'ailleurs  ce  qui  résulte  de  nos  formules,  car 

la  résistance   tangentielle  ajoute  aux  valeurs  de  —,  -,  -,  -— <   tirées  des 

•'  <//-     <tt- 

11  1  1        '/"    dv 

équations  de  Lagrange,  «les  termes  proportionnels  a  -j->  -r>  auxquels 

correspond,  dans  l'expression  de  ,  .,  -  un  en  se  ml  île  nul  avec  ■  Cette 
même  démonstration  s'applique  au  cas  d'une  fonction  quelc [ue  \  . 

Seulement    il    n'est    |>a>   certain   que   les    fonctions    I      ou    \    aient    un 
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maximum  si  elles  ne  varient  pas  toujours  dans  le  même  sens,  puisque 
le  mouvement  peut  s'arrêter  au  bout  d'un  temps  fini. 

50.  Nous  allons  arriver  à  des  résultats  analogues,  quoique  moins 
complets,  dans  le  cas  de  plus  de  deux  variables. 

Suit,  par  exemple,  un  point  matériel  libre  dans  l'espace,  sollicité  par 

des  forées  données  et  soit  U  la  fonction  de  forces.  Considérons  un 
maximum  de  l  sur  la  trajectoire.  Au  point  où  ce  maximum  aura 
lieu,  la  trajectoire  sera  tangente  à  la  surface  de  niveau  et  la  normale 
principale  sera,  en  direction  et  sens,  la  ligne  d'action  de  la  force, 
c'est-à-dire  la  normale  à  la  surface  de  niveau  dirigée  dans  le  sens 
des  L  croissants.  Mais,  d'autre  part,  puisqu'il  s'agit  d'un  maximum, 
la  trajectoire  doit  être,  par  rapport  à  la  surface,  du  côté  des  U  décrois- 
sants. Il  y  a  contradiction  manifeste  si  la  concavité  de  la  surface  de 
niveau  est  tournée  dans  le  sens  opposé  à  la  force. 

Ainsi  les  points  où  les  surfaces  de  niveau  tournent  leur  convexité 
dans  le  sens  de  la  force  forment  une  région  qu'on  peut  appeler  répul- 
sive et  où  aucune  trajectoire  ne  peut  demeurer  indéfiniment,  à  moins 
que  I  ne  varie  constamment  dans  le  même  sens.  Mais,  au  lieu  que 
nous  avons  pu  diviser  une  surface  en  deux  régions,  suivant  le  sens  de 
la  courbure  des  lignes  de  niveau,  ici  trois  bypotbèscs  peuvent  se  pré- 
senter :  ou  bien  les  surfaces  de  niveau  tournent  leur  convexité  dans  le 
sens  de  la  force,  ou  bien  dans  le  sens  contraire,  ou  bien  elles  sont  à 
courbures  opposées.  1  n  maximum  de  L  pourra  être  soit  dans  l'une 
soit  dans  l'autre  des  régions  correspondant  aux  deux  dernières  hypo- 
thèses. Il  en  résulte  que  les  régions. répulsives  relatives,  l'une  à  un 
mouvement  déterminé  quelconque,  l'autre  à  son  conjugué,  ne  rem- 
plissent pas  à  elles  deux  tout  l'espace,  ainsi  qu'il  arrivait  dans  le  cas 
de  deux  degrés  de  liberté. 

31.  11  est  aisé  de  traduire  analytiquement  ces  résultats.  Soient,  en 
général,  a?,,  ./.,,  . . .,  x„  les  //  paramètres  ou  coordonnées  dont  dépend 
la  position  d'un  système  matériel,  U  la  fonction  des  forces,  la  force 
vive  étant 

(ai)  >T  =  V aux'^  =  /(x\,  x[,, /„') , 
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les  équations  de  Lagrange  donneront  encore  1rs  valeurs  de  la  quantité 

x"i  (*        '•  2,  3 //  i 

par  une  somme  de  deux  termes,  l'un  homogène  el  du  second  degré 
par  rapport  aux  x',  l'autre  indépendanl  de  ces  quantités  el  égal  à 


1  V  A     dV  —  ' 


<)F 


"S 


A  étant  le  discriminant  de  la  forme  /',  A,A  un  de  ses  mineurs,  I    la 
forme  adjointe  de/.  On  aura  donc 

1  >L2  '  rfF  =  A  2  ^  ~7dU\  +  $(  '■•  ^ '  ■  >' 

«1»  étant  une  certaine  forme  quadratique  en  a/,,  ./■,, /■„. 

Dans  le  cas  ou  V  =  u,  le  terme  >  T        ,  ,,       =  Y    --     esl  essen- 

\<)Xj  ) 

tiellement  positif.   Par  conséquent,  si   l'on  considère   un   maximum 
de  I  ,  c'est-à-dire  un  poinl  où  l'on  a 

(23)  s   =o, 


(24)  -E5T  <0, 


ces  conditions  entraîneront 

(a5)  *(*')    o. 

(  )r,  moyennant  l'égalité(  23  ),  la  forme  <l>  devient  une  forme  à  n  \  \  a- 
riables  el  l'inégalité  ue  pourra  avoir  lieu  si  la  forme  ainsi  exprimée 
esl  définie  positive.  Il  \  a  doue  lieu  de  considérer  comme  formant  une 
région  répulsive,  dans  laquelle  la  trajectoire  ne  reste  pas,  «mi  général, 
constamment  comprise,  l'ensemble  des  points  pour  lesquels  cette  cir- 
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constance  se  présente;  les  points  où  la  forme  $  (considérée  comme 
tonne  à  //  —  i  variables)  contient  i,  2,  3,  ...,  n  —  1  carrés  négatifs 
constituant  une  région  non  répulsive. 

Lorsque  "\  sera  quelconque,  on  fera  usage  de  l'équation  des  forces 
vives  2T  =  (  -t-  h.  Moyennant  l'égalité  (23),  la  forme  /  est,  elle 
aussi,  une  forme  (définie  positive)  à  n  —  1  variables  et  le  rapport  des 
formes  «I»  et  2T  restera  supérieur  à  un  certain  minimum  A0  (la  plus 
petite  racine  de  l'équation  en  A  relative  au  faisceau  <I>  —  2XT  à 
n  —  1  variables)  et  le  maximum  de  V  aura  lieu  dans  la  région  où  la 
quantité 


est  négative. 

Le  rapport  — ,=  n'est  d'ailleurs  autre  que  la  valeur  de  —pr  comptée 
sur  la  géodésique  de  la  forme  T  tangente  à  la  trajectoire;  il  est  clair 
que  cette  valeur  est,  au  facteur -^— près,  la  courbure  normale  de  la 

surface  V  =  const.,  correspondant  à  la  direction  de  cette  trajectoire 
dans  l'espace  d'élément  linéaire  2 TV//2,  de  sorte  que  Xn  est,  au  même 
fadeur  près,  l'une  des  courbures  principales  de  cette  surface. 

D'une  façon  générale,  on  aura  des  limites  de-pren  remplaçant, 

dans  l'expression  (26),  10  par  les  limites  extrêmes  entre  lesquelles 

varie  -=  lorsque  x\,  ./•',,  . . .,  x'n  prennent  toutes  les  valeurs  possibles. 

52.  La  discussion  des  trajectoires  exceptionnelles  le  long  desquelles 
la  fonction  considérée  varie  toujours  dans  le  même  sens  est  tout  à  fait 
analogue  à  celle  qui  a  été  présentée  plus  liant.  Si  l'on  exclut  :  1"  les 
cas  où  cette  fonction,  ou  bien  l'une  de  ses  dérivées  jusqu'au  troisième 
ordre,  augmenterait  indéfiniment  avec  /;  2"  les  cas  où  il  en  serait  ainsi 
de  l'un  des  coefficients  aik  ou  d'une  de  leurs  dérivées  jusqu'au  second 
ordre  inclusivement;  3°  les  cas  où  l'un  des  axes  de  la  quadrique. 
représentée  par  l'équation 

/(a?',,  x[,,  ...,  x'tl)  =  1, 


PROPRIÉTÉS    DES    TRAJECTOIRES     EN     DYNA.MIQ1  E.  363 

rv 

n 


augmenterail  indéfiniment,  on  voit,  comme  précédemment,  que  -3-  et 


'  ,  ,  tendent  vers  zéro. 

iit- 

Prenons  le  cas  de  V  =  I  :  si  le  mobile  reste  indéfiniment  dans  la 
région  répulsive,  il  pourra  arriver  qu'il  s'éloigne  indéfiniment.  Sinon, 

àv    <n  du  ,     ,  ,  ,,.       .  dv  . 

■3 — >  j — '  •••,-—    tendront  vers  zéro:  en  eilet,  si  ^ — >  par  exemple, 

«Mail  une  infinité  de  fois  supérieur  à  un  nombre  déterminé  k,  on  pour 
rail  tirer  x\  de  l'identité 

v  dU        OU     ,        d\i  d\      , 

de  c/.r,      '         à 

pour  reporter  celte  valeur  dans  l'expression  <I>,   moyennant   quoi   il 
viendrait 

Q,  ne  contenant  en  dénominateur  que  -  i  resterait  fini  dans  les  con- 
ditions où  nous  nous  plaçons  et,  par  conséquent,  puisque  M'est,  dans 
la  région  répulsive,  une  forme  définie  positive,  F  (  '  -  )  devrait  tendre 

vers  zéro,  ce  qui  est  impossible  si  les  dérivées  de  I    ne  sont  pas  toutes 
infinimenl  petites. 

Si  donc,  les  positions  d'équilibre  sont  isolées,  toute  trajectoire 
devra  quitter  la  région  répulsive,  sauf  celles  qui  se  rapprochent  asym- 
ptotiquement  d'une  position  d'équilibre  instable,  ou  qui  passent  dans 
des  régions  singulières,  ou  qui  s'éloignent  indéfiniment. 

."»,">.  Comme  dans  le  cas  de  deux  paramétres,  nous  sommes  assurés 
en  général  de  l'existence  d'une  région  répulsive  par  la  considération 
du  minimum  de  I  ,  la  forme  «Jetant  définie  positive  dans  le  voisinage 

de  ce  point,  puisqu'elle  se  réduit  à  V-* — -. — x\xk.  La  même  remarque 

s'applique    pour    une    fonction    quelconque    \  .    puisque    le    terme 

t  y  -r        — Î7TT-  disparaît  en  un  minimum  de  \  . 

Journ.  de  Math    (5*  série),  lome  [II.  —  Fasc.  IV.  1897.  (7 
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Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  la  région  répulsive  rem- 
plit tout  L'espace.  On  sait,  par  exemple,  qu'un  mobile  soumis  à  une 
répulsion  émanée  d'un  point  fixe  et  fonction  de  la  seule  distance  ne 
décrit  jamais  de  trajectoires  restant  à  dislance  finie,  sauf  le  cas, 
exceptionnel  d'ailleurs,  où,  la  force  s'annulant  avec  la  dislance,  la 
trajectoire  s'approche  indéfiniment  du  point  fixe.  Les  considérations 
précédentes  nous  montrent  que  cette  propriété  appartient  à  toute  nue 
catégorie  de  forces,  que  l'on  peut  appeler  forces  répulsives  et  caracté- 
risées par  cette  condition  que  la  force  est  partout  dirigée  vers  la  con- 
vexité des  surfaces  de  niveau.  Toute  trajectoire  s'éloigne  alors  à 
l'infini  ou  tend  asymptotiquement  vers  une  position  d'équilibre  in- 
stable (s'il  n'y  a  pas  de  points  singuliers  pour  les  composantes  de  la 
force). 

34.  Étant  donnée  une  position  quelconque  du  système,  laquelle  ne 
soit  pas  une  position  d'équilibre,  on  peut  choisir  la  fonction  V  de  ma- 
nière que  la  quantité  (  26  )  soit  positive  dans  le  voisinage  de  cette  posi- 
tion pour  toutes  les  valeurs  des  x ',  puisqu'on  peut  disposer  arbitraire- 
ment des  dérivées  de  Y.  On  a  ainsi  un  moyen  de  construire,  d'une 
infinité  de  façons,  un  domaine  entourant  la  position  considérée  et  d'où 
toute  trajectoire  doit  sortir. 

55.  Nous  pouvons  répéter,  dans  le  cas  général,  ce  que  nous  avons 
dit  précédemment  relativement  au  frottement.  Il  est  clair,  en  effet, 
que,  lorsqu'un  point  qui  se  meut  dans  l'espace  sous  l'action  de  forces 
données  est  soumis  à  des  résistances,  passives  agissant  suivant  la  tan- 
gente à  la  trajectoire,  le  maximum  de  U  sur  celle-ci  aura  encore  lieu 
dans  la  région  non  répulsive.  La  même  conclusion  subsiste  dans  le  cas 
des  systèmes  si  les  composantes  du  frottement  sont  proportionnelles 
aux  composantes  du  déplacement  réel. 

56.  Les  considérations  ci-dessus  développées  permettent  de  démon- 
trer la  réciproque  du  théorème  de  Dirichlet  sur  la  stabilité  de  l'équi- 
libre, autrement  dit  le  théorème  suivant  : 

Une  position  d'équilibre  où  la  fonction  des  forces  n'est  pas 
maxima  est  instable. 
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C'est,  en  effet,  nous  l'avons  dit,  par  la  considération  du  minimum 
de  l  sur  la  trajectoire  que  \l .  ECneser  esl  parvenu  à  la  démonstration 
dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  des  forces  esl  minima.  Quant  au 
cas  général,  il  a  été  traité  par  M.  Liapounoffen  1892 dans  un  Mémoire 
malheureusemenl  écrit  en  langue  russe,  mais  donl  an  extrail  a  été 
inséré  au  journal  de  M.  Jordan  en  1897  ('),  cl  donl  j'ignorais  l'exis- 
tence lorsque  j'ai  communiqué  à  l'Académie  des  Sciences  les  remarques 
qui  précèdent  et  la  démonstration  quis'j  rattache  étroitement.  Comme 
cette  démonstration  esl  analogue,  niais  non  identique  à  celle  de 
M.  Liapounoff,  je  crois  utile  de  la  reproduire  ici. 

On  peut,  en  premier  lieu,  arriver  au  résultat  en  étudiant  une  fonc- 
tion convenablement  choisie  des  coordonnées.  Supposons,  comme 
d'habitude,  que,  par  un  changement  de  variables  convenable,  ou  ail 
amené  la  force  vive  à  la  forme 


(28) 


et  la  fonction  des  forces  à  la  forme 

2U  =2 atx\  -  2,  bkx\  -+-..., 

les  termes  représentés  par  des  points  étant  de  degrés  supérieurs  à  ceux 
qui  sont  écrits  et  les  variables  étant  partagées  en  trois  groupes  (#,-), 
(./>,),  (xi),  suivant  qu'elles  sont,  représentées  dans  la  partie  quadra- 
tique de  I  par  des  carrés  positifs,  négatifs  ou  nuls.  Nous  admettons 
que  l'absence  du  maximum  se  reconnaît  à  l'inspection  des  ternies  qua- 
dratiques et,  par  conséquent,  qu'il  existe  au  moins  une  variable  .,. 
Nous  considérerons  la  fonction 

I  29)  2V=(n-a)2^-l-2a;*-P21a''?' 


(•)  5e  série,  t.  III,  fasc.  1,  p.  8. 
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où  a  et  ji  sont  deux  nombres  positifs  tels  que  i  -+-  a  >  3-  Nous  aurons 

777F  =2[««(H-  «)+•■  O^f-S6*"*"-  •  ■)a^+*(aJi»ari c«  K 

^(^'n^ii  ••••'•«)=      V(i  +  a+...).r;.2 

+2(i+...K'-2(P+-")^+"-. 

de  sorte  que,  si  l'on  désigne,  comme  précédemment,  par  A0  la  plus 
petite  (algébriquement)  des  valeurs  que  peut  prendre  le  rapport  -~ 
lorsque  .v\.  x, x'H  varient,  on  a 

>.>-(P  +  0 

et 

®(a?'„a?; '•„.)>-  a(p  +  e)(U  +  A), 

£  étant  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  le  veut.  • 

Bornons-nous  aux  trajectoires  pour  lesquelles  la  constante  h  des 
forces  vives  est  nulle  ou  négative  et  qui  partent  d'un  point  vérifiant 
l'inégalité  V)>o;  on  aura  alors 

^>2(i  +  a+...)a/a?/*-2(H-...)^-(pH-è)U 
>2(i  +  a-p-s)a^-2(i-"p-e)6Aa;;  +  .... 

i  X 

Moyennant  les  inégalités  U  >  o,  V  >  o,  le  dernier  membre  est  né- 
cessairemept  positif.  2U  est,  en  effet,  égal  à  la  différence  des  deux 
quantités 

P'=2  <-',■>'% 

q =>!&*»;+.. . 
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el  (à  des  termes  d'ordre  supérieur  près)  le  dernier  membre  en  question 
«•si  égal  à(n-a— 13  —  e)P— (i  —  (3  —  e)Q.  A  cause  de  l'inégalité  P>Q, 
cotte  dernière  quantité  esl  positive  el  dans  un  rapporl  non  infinimenl 
petit  avec  P  +  Q,  par  conséquent  aussi  (à  cause  de  V  >  o)  avec 

il  dépasse  donc  en  valeur  absolue  l'ensemble  des  termes  d'ordre  supé- 
rieur, lequel  est  très  petit  par  rapport  à 

^"''/J  +^-''''  ~1-  ^  ■'■'/  • 

Si  donc  on  a  initialement  V>  o,  -y-  >  o,  V  devra  croître  constam- 
ment et  indéfiniment,  à  moins  qu'on  ait,  à  un  moment  déterminé, 

U>o, 
V>o, 

V(,  +  a  -  (3  —  t)aix)  — 2(i  -  ?  ~  t)bAxl+..  .<  ... 

<  * 

Or,  ainsi  que  nous  venons  de  le  voir,  la  région  définie,  dans  l'espace 
lieu  du  point  x, .  xs,  . . .,  o?„,  par  cette  triple  inégalité  n'esl  pas  a  Mena  nie 
à  l'origine. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

57.  I  ne  méthode  qui  se  présenterai!  assez  naturellement  à  l'esprit, 
pour  établir  la  proposition  précédente,  est  celle  qui  reposerait  sur 
l'étude  des  petits  mouvements  :  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  peul  donner 
à  ce  mode  de  raisonnement  une  forme  analogue  à  la  précédente  :  on 
retombe  en  effet,  sur  celle  méthode,  en  prenanl  \  x)  (où  la  lettre  x, 
a  la  même  signification  que  toul  à  l'heure).  D'ailleurs  on  se  heurterait, 
en  suivant  cette  voie,  à  des  objections  que  la  marche  suivie  toul  à 
l'heure  a  permis  d'é\  iter. 

Toutefois  l'étude  des  petits  mouvements  fail  entrevoir  un  l'ail  inté- 
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ressanl  :  c'est  |  dans  le  cas  où  la  fonction  de  forces  n'est  pas  minium) 
l'existence  de  trajectoires  particulières  sur  lesquelles  l'instabilité  ne  se 
manifeste  pas.  La  méthode  précédente  ne  permet  pas  de  discuter  com- 
plètement quelles  peuvent  être  ces  trajectoires,  puisque  nous  avons  dû 
nous  borner  aux  cas  où  la  constante  des  forces  vives  est  nulle  ou  néga- 
tive. Une  seconde  démonstration,  analogue  à  celle  de  M.  Liapounoff 
et  fondée,  comme  elle,  sur  la  considération  d'une  expression  qui  con- 
tient les  vitesses,  permet  de  combler  cette  lacune. 

.">8.   Soient  encore 

2T=2(.+...)-V+2(< +•••>•'•"  +  •••, 

A 

2U  =yV'<r?  — 2&***+---, 

1  A 

les  variables  xt  étant,  cette  fois,  celles  qui  fournissent  à  la  partie  qua- 
dratique de  U  des  carrés  positifs,  les  xk  celles  cpii  fournissent  des  car- 
rés négatifs  ou  nuls;  de  sorte  que  tous  les  «,  sont  positifs,  tous  les  hk 
positifs  ou  nuls  et  que,  comme  précédemment,  il  y  a  au  moins  une 
variai  île  xt.  Nous  prendrons 

,  A  1  A 

les  nombres  a,-,  p\,  A,-,  13A  étant  positifs. 
Les  équations  du  mouvement  donneront 


fPX 
dl* 


2(a,a/+ A;«;).r; +2(£A  -  Ba^K 


(3i) 

f  4- 2(«,  -+-  K,at)xf  +  2<  B*b*  -  ^x* 

I  ,  A 

ou  encore,  p  étant  un  nombre  positif, 

(3i  ,  Ç.  =  2pV  +  F(x,x')  +  ..., 


PROPRIÉTÉS    HKS    TRAJECTOIRES    EN    DYNAMIQUE.  »6q 

j  F(x,x')  =       V|7;U//  _p)4  .\^;|.r;  +  V|^(Vi-:)       B*&;]*= 

Si  les  nombres  a,  (i,  A,  B,  p  satisfont  aux  conditions,  évidemmenl 
compatibles, 


(34)  *£-.<£<**+ P. 


(33) 

la  forme  F  sera  définie  positive;  son  rapporl  à  la  somme 

restera  supérieur  à  un  nombre  fixe  et,  par  conséquent,  lorsque  les  x  el 
les  x  seront  tous  suffisammenl  j ><-i i (s ,  F  surpassera  en  valeur  absolue 
l'ensemble  des  termes  non  explicitement  écrits  de  l'équation  (3i  ). 
D.ônc,  dans  les  mêmes  conditions,  l'inégalité  \  >■  o  entraînera 

-d?>°- 

Si  donc  la  trajectoire  considérée  est  telle  que,  à  l'instant  initial  \ 

soit  positif  et  qu'on  la  suive  dans  un  sens  tel  que  -tj  =  o,  la  quantité  \ 

ne  cessera   de  croître  jusqu'au  moment  où  l'on  aura  à  la  fois  \  >  o, 
<PV  < 

dl-    ~ 

Nous  venons  de  voir  que  ces  deux  inégalités  ne  sonl  pas  compatibles 
au  voisinage  de  la  position  d'équilibre. 
L'instabilité  est  donc  démontrée. 

51).  Notre  démonstration  ne  laisse  A^  côté  que  des  trajectoires 
exceptionnelles.  En  effet,  l'unique  restriction  que  nous  avons  dû 
apporter  au  eboix  de  la  trajectoire  esl  l'inégalité  \  >o.  Or  on  peut, 


'!-<>  HA.DAMARD. 

-ans  que  la  double  inégalité  (34)  cesse  d'être  vérifiée,  prendre  les 
nombres  BA  et  $k  aussi  petits  qu'on  le  veut  et,  par  conséquent,  si  l'on 
se  donne  la  condition  que  le  rapport  de  la  plus  grande  des  quanti- 
tés .' \;  ,  \x\  à  la  plus  petite  des  quantités  |x,|,  \x't  |  ne  surpasse  pas 
un  nombre  déterminé  >i  aussi  grand  qu'on  le  veut  d'ailleurs,  on  pourra 
choisir  les  nombres  13A,  (iA  de  manière  à  vérifier  l'inégalité  en  question. 
Le  théorème  n'est  doue  en  défaut  que  relativement  aux  écarts  ini- 
tiaux très  petits  pour  lesquels  le  nombre  N  est  infiniment  grand.  Tou- 
tefois, bien  entendu,  le  domaine  dont  la  trajectoire  sort  nécessairement 
se  resserre  à  mesure  que  N  augmente. 

Il  reste  encore  à  voir  ce  qui  se  passe  lorsque,  partant  d'un  mouve- 
ment initial  tel  que  A  >■  o,  on  le  suit  dans  un  sens  tel  que  -j-  soit  né- 
gatif. Si  à  un  instant  ultérieur  les  conditions  A  ~>  o,  -7-  >o  sont  véri- 
o  ^      '  ai  — 

liées,  nous  sommes  ramenés  au  cas  général.  Si  l'inégalité  V  >  o  conti- 
nue à  être  vérifiée,  mais  que  -7-  ne  change  plus  de  signe,  \   tend  vers 

d\       cP  V 

une  limite  non  négative  et,  d'après  le  raisonnement  du  n°  4,  -tt  et  — j-j- 

tendent  vers  zéro.  La  limite  de  A   ne  peut  être  que  zéro,  à  cause  de  la 

formule  (3i').   Puisque  V  et  -j—  sont  infiniment  petits.il  en  est  de 

même  de  la  forme  F(x,  a?')  et,  comme  cette  forme  est  définie,  il  en 
résulte  que  la  trajectoire  tend  asymptotiquement  vers  la  position 
d'équilibre. 

Ce  cas  écarté,  il  faut  admettre  que  la  trajectoire  entre  dans  la  ré- 
gion Y  <  o.  Si  elle  en  ressort  à  un  moment  quelconque,  V  sera  crois- 
sant à  ce  moment  et  nous  sommes  encore  ramenés  au  cas  général.  Il 
faut  donc  supposer  que  l'inégalité  V  <  o  ne  cesse  plus  d'être  vérifiée. 
La  trajectoire  ne  repassera  donc  pas  clans  le  voisinage  d'une  position 
déjà  occupée.  Or  dans  ce  cas,  d'ailleurs  exceptionnel,  il  existe  (')  une 
ou  plusieurs  trajectoires  T  desquelles  la  trajectoire  considérée  s'ap- 
proche indéfiniment  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  de  /,  et  qui 
peuvent  d'ailleurs  se  réduire  à  un  point,  à  savoir  une  position  d'équi- 


(')    Voir  plus  loin,  n°  54. 
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libre.  Une  trajectoire  T  ne  passera  jamais  dans  la  région  V  >  o,  sans 
i|iii)i  la  trajectoire  considérée  j  passerait  une  infinité  de  luis,  supposi- 
tion que  nous  venons  d'exclure. 

Ainsi  un  mobile  abandonné  dans  le  voisinage  d'une  position  d'équi- 
libre où  la  fonction  des  forces  n'est  pas  maxima  s'en  ('•carie  d'une 
quantité  Unie.  Il  ne  peut  y  avoir  d'exception  que  :  i"  pour  les  trajec- 
toires telles  que  les  écarts  et  les  vitesses  des  paramètres  par  rapport 
auxquels  il  y  a  instabilité  soient  et  restent  très  petits  relativement  aux 
écarts  et  aux  vitesses  des  autres  paramètres  ;  2"  pour  les  trajectoires 
as\  mptotiques  aux  précédentes;  3°  en  particulier  pour  les  trajectoires 
qui  tendent  asymptotiquement  vers  la  position  d'équilibre  considérée 
ou  une  position  d'équilibre  très  voisine,  s'il  en  existe. 

(  )n  trouve  une  vérification  des  conclusions  que  nous  venons  d'énon- 
cer dans  le  mouvement  d'un  point  sur  le  paraboloïde  hyperbolique  à 
axe  vertical,  tel  qu'il  a  été  étudié  par  M.  de  Saint-Germain  (  '  ).  Le 
sommet  de  la  surface  est  une  position  d'équilibre  instable  et  le  plan 
tangent  en  ce  point  partage  la  surface  en  deux  parties,  l'une  au-dessus 
de  ce  plan  (région  répulsive),  l'autre  au-dessous.  Il  est  à  peu  près 
évident  a  priori  que  le  mobile  abandonné  sans  vitesse  initiale  dans  la 
seconde  de  ces  régions  s'éloignera  indéfiniment  vers  le  bas.  Mais  on 
pourrait  être  tenté  de  croire  que  d'un  point  quelconque  situé  au-des- 
sus du  plan  tangent  et  voisin  du  sommet,  part  une  trajectoire  stable.  Il 
n'en  est  rien,  ainsi  que  nous  venons  de  le  voir  et  c'est  ce  que  montre 
la  discussion  de  M.  de  Saint-Germain;  les  seules  trajectoires  qui  ne 
s'écartent  pas  du  sommet  sont,  soit  des  arcs  de  la  parabole  principale 
à  concavité  supérieure,  soit  des  courbes  asymptotiques  à  ces  ans. 

Dans  le  cas  où  il  n'y  a  que  deux  degrés  de  liberté  el  où  la  fonction 
de  force  est  minima,  M.  Ivneser  a  pu,  par  une  méthode  simple  el  élé- 
gante, constater  la  présence  de  trajectoires  asymptotiques  à  la  position 
d'équilibre.  Il  est  clair  que  dans  le  cas  général  une  discussion  analogue 
serait  beaucoup  plus  compliquée,  l'ai'  exemple,  il  ne  passe  pas  par  un 
point  quelconque  du  paraboloïde  hyperbolique  une  trajectoire  tendant 
asymptotiquement  vers  le  sommet  :  la  seule  trajectoire  présentant  ce 
caractère  est  la  parabole  principale  à  concavité  inférieure. 

')  Ce  journal,  3""  série,  t.  III,  p.  4°'  el  suiv.;   is7~ 

Journ.de  Math.  (5'  série), tome  III.       Fasc.IV,  i8g  1° 
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40.  Revenons  au  mouvement  d'un  point  sur  une  surface.  Dans  le 
cas  des  surfaces  de  révolution,  notre  proposition  fondamentale  corres- 
pond exactement  à  l'une  des  propriétés  qur  nous  avons  reconnues  en 
commençant,  la  région  attractive  que  nous  avons  définie  au  n°  7  étant 

précisément  celle  où  -j-.  est  négatif.  On  a,  en  effet, 

(en  désignant  par  Er/r2  -+-  r2  (/()'-  l'élément  linéaire  de  la  surface). 

Mais  cette  propriété  est  loin  d'être  la  plus  importante  de  celles  que 
nous  avons  rappelées  en  cet  endroit.  Elle  n'est  qu'un  cas  particulier 
de  la  relation  d'inégalité  qui  doit  exister  entre  les  deux  parallèles 
limites  de  la  trajectoire.  Par  exemple,  dans  le  mouvement  du  point 
pesant  sur  la  sphère,  le  théorème  de  la  région  attractive  montre  seule- 
ment que  le  mobile  passe  dans  l'hémisphère  inférieur.  Or  nous  savons 
que,  lorsqu'il  a  passé  en  un  point  déterminé  A  de  l'hémisphère  supé- 
rieur, non  seulement  il  doit  traverser  l'hémisphère  inférieur,  mais 
encore  il  doit  passer  au-dessous  du  parallèle  symétrique,  par  rapport 
à  l'équateur,  de  celui  qui  contient  le  point  A.  Notre  théorie  ne  nous 
donne  pas  l'équivalent  de  ce  fait.  Xous  avons  appris,  il  est  vrai,  à 
restreindre  la  région  attractive  suivant  les  valeurs  prises  par  la  con- 
stante des  foncs  vives.  C'est  ainsi  qu'un  point  pesant  mobile  sur  l'el- 
lipsoïde (ii"  28)  passe  nécessairement  à  l'intérieur  d'une  courbe  C 
entourant  le  point  le  plus  bas  et  d'autant  plus- resserrée  autour  de  ce 
point  que  la  constante  des  forces  vives  est  plus  petite.  Mais  il  est  clair 
que  ce  résultat  n'est  pas  celui  que  nous  cherchons.  Si,  par  exemple, 
nous  supposons  le  mobile  abandonné  sans  vitesse  initiale  en  un  point  A 
de  la  moitié  supérieure  de  la  surface,  la  courbe  C  sera  d'autant  moins 
resserrée  que  le  point  A  aura  été  pris  plus  élevé,  et  c'est  le  contraire 
cjui  déviait  avoir  lieu,  le  mobile  descendant  d'autant  plus  bas  qu'il  est 
monté  plus  haut. 

Malheureusement  un  pareil  résultat  parait  très  difficile  à  établir.  Il 
se  distingue,  en  effet,  des  précédents  par  ce  caractère  qu'il  différencie 
les  unes  des  autres  les  diverses  trajectoires,  et  cela  indépendamment 
de  l'intégrale  des  forces  vives.  La  remarque  faite  au  n°  24  présente 
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seule  ce  caractère;  elle  ne  répond  pas  néanmoins  au  desideratum 
actuel. 

On  pourra,  quoique  d'une  manière  1res  incomplète,  combler  cette 
lacune  en  employant  la  remarque  du  q°2«î».  Nous  avons  vu,  en  effet, 

à  ce  moment  que  la  fraction    -','.■-'  -  avait,  lorsque  u'  el  v'  variaient, 
un  certain  minimum  X,  el  que  l'on  avait 

(35)  ^>A(U,V)+2X((U  +  A). 

Considérons  une  ligne  "N  const.  Sur  cette  ligne,  ou  du  moins  sur 
la  partie  de  cette  ligne  où  U  -+-  h  est  positif,  le  second  membre  aura 
un  certain  minimum  3R  qui  sera  fonction  de  V  et  l'on  pourra  écrire 

Considérons  une  portion  de  trajectoire  comprise  entre  un  mi  ni  mu  m 
de  \    et  le  maximum  suivant,  u.  cl  v  étant  ces  valeurs  maxima  el  mi- 

nima  de  ^  .  Nous  pourrons  multiplier  l'inégalité  précédente  par  —  ili 
et  intégrer,  —r-  s'annule  aux  limites  d'intégration,  el  il  vienl 

/     .mi  d\  <  o. 

Si  la  fonction  3K.  es!  positive  pour  \  =  ;ju  on  aura  ainsi  une  limite 
inférieure  de  v.  Or  c'esl  ce  qui  arrive  dans  le  voisinage  du  minimum 
de  V,  le  second  membre  de  l'inégalité  (  35  )  étant  essentiellement  po- 
sitif. 

Pour  fixer  les  idées,  admettons  que  on  soil  positif  jusqu'à  une  cer- 
taine valeur  de  \  ,  puis  devienne  ensuite  uégatif.  La  courbe  qui  a  pour 
abscisse  V  el  pour  ordonnée  3ilÇ\  (sera  formée  d'une  branche  ascen- 
dante '"S  et  d'une  branche  descendante  Sx.  Soil  \t  une  valeui  de  \ 
correspondant  à  un  point  de  la  branche  ascendante  :  la  branche  descen- 
dante comprendra  un  point  de  même  ordonné i  d'abscisse  v  (cette 

dernière  étant  d'ailleurs  d'autanl  plus  grande  que  la  première  était 
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plus  petite),  et  telle  que,  sur  toute  trajectoire  qui  pari  de  la  ligne  \  —  u. 
el  s'en  éloigne  de  manière  que  ^  croisse,  la  valeur  maxima  suivante 
de  \  soit  plus  grande  que  v. 

Il  y  aura  souvent  avantage  à  prendre  Y  =  U,  de  manière  à  taire 
figurer  dans  OU.  le  terme  essentiellement  positif  Al". 

Par  exemple,  dans  le  mouvement  du  point  pesant  sur  l'ellipsoïde  à 
axe  vertical  on  obtient  aisément  ainsi  (à  l'aide  des  formules  du  n°28) 
une  limite  de  la  hauteur  à  laquelle  était  descendu  le  mobile  dans  la 
moitié  inférieure  de  la  surface  en  fonction  de  la  hauteur  à  laquelle  il 
est  monté  dans  la  moitié  supérieure. 

il.  Toutefois  la  valeur  de  an  ainsi  calculée  est  trop  élevée  et,  par 
conséquent,  la  valeur  de  v  trop  petite.  On  peut,  théoriquement  du 
moins,  trouver  une  limite  plus  approchée  en  utilisant  l'identité 

d\        <)\     ,       ô\ 

ilt  OU  OV 

et  prenant  pour  A,  la  plus  petite  des  deux  valeurs  du  rapport  -=  cpii 
correspondent  aux  valeurs  de  u',  ç'  satisfaisant  à  celte  identité  et  à 
l'équation  des  forces  vives.  \,  sera  alors  une  fonction  de  u,  r,  -j-  ■  Lais- 
sant cette  dernière  quantité  invariable,  on  fera  varier  le  point  (it,i) 
sur  la  ligne  V  =  const.  La  valeur  ainsi  calculée  du  second  membre  de 

.    .  .  ■  .  d\' 

l'inégalité  (35)  aura  un  minimum  Oïl  qui  sera  une  fonction  de  V,  -j- 

el  l'on  sera  conduit  à  intégrer  l'équation  différentielle 
(3b)  777T=^- 


Mais  il  esl  clair  que  ce  procédé  ne  sera  pas,  en  général,  applicable  à 
cause  des  difficultés  que  présente  l'intégration  de  cette  équation. 

i-2.   11  esl  pourtant  un  cas  où  celle-ci  prend  une  forme  très  simple, 
c'est  celui  où  les  trois  formes  quadratiques  <I>,    \-r.)->    (  ~r  )     sont  en 
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in\ olution,  de  sorte  que  l'on  a 

•=*(£)"+ b(£)V 

Dans  ces  conditions,  l'équation  (36)  devient  linéaire  el  du  premiei 

ordre  par  rapport  à  (-7-)   considérée  comme  fonction  de  V.  Or,  si 

nous  (''crivons  le  déterminant  des  coefficients  des  trois  formes  quadra- 
tiques, nous  trouvons  une  expression  qui,  à  une  puissance  près 
de  KG  —  F2,  se  réduit  à  0(V,AV).  Celle  expression,  égalée  à  zéro, 
exprime  que  A^  est  une  fonction  de  \  ,  c'est-à-dire,  comme  on  sait, 
que  les  courbes  V  =  const.  forment  une  famille  de  courbes  parallèles. 
Supposons  donc  qu'on  connaisse  une  famille  de  courbes  parallèles 
fermées  el  qu'on  rapporte  la  surface  à  ces  courbes  et  aux  géodésiques 
qui  leur  sont  orthogonales.  Si 

ds'1  -—  du1  -+-  (  \-d\- 

désigne  l'élément  linéaire,  en  dirigeant  le  calcul  comme  il  vient 
d'être  dit,  nous  voyons  que  l'équation  différentielle  des  géodésiques 
prend  la  forme  particulièrement  simple 

=■<*[' -(S)']  — c& 

1  —  (  -7- )  est  égal  au  carré  du  cosinus  de  l'angle  a  que  l'ail  la  géo- 
désique   considérée  avec  la   ligne   «  =  const.;  quant   à    la    quantité 

E  =  —  y;  -:->  elle  est  liée  à  la  courbure  totale  par  l'équation 

(.  du  l  ' 

ôl    _  ç.,  _  I    d*C  _       1 

dû  ~~  Cr  ~    ~  G  du-  ~  HK'' 

Supposons  que  la  surface  ait  sa  courbure  partout  positive  et  com- 
prise entre  deux  limites  k1  et  k"1.  Prenons  [tour  la  ligne  //  =  <>  nue 
géodésique.  L'équation  précédente  donne 

/  2        '^;         Ca    -  /.'2 
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et,  par  conséquent  (puisque  :  s'annule  avec  ;/  ), 

j  ÀtangAM  |  <   H|<   k'tangk'u\. 

Tant  que  //  est  inférieur  à  — jp,  ?  est  fini,  C  différent  de  zéro  (ce  qui  se 

déduit  d'ailleurs,  bien  entendu,  des  recherches  connues  de  Bonnet  ): 
par  conséquent,  dans  la  bande  ainsi  définie,  a  et  c  sont  des  fonctions 
bien  déterminées  de  la  position  du  point.  Prenons  alors  l'équation (37) 

ou 

|  38  |  r/logcosa  =  \ilu. 

Celte  équation  nous  donnera 

—  cHogcos/ru|  •<  |</logcosa|  <  |  —  d\ogcosk'u0\. 

Si  y.  désigne  l'angle  l'ait  par  un  arc  de  géodésique  quelconque  avec 
la  géodésique  u  =  o,   le  maximum  u„  de  a  sur  cet  arc  sera  compris 

entre  -r,  et  -r>  puisqu'on  aura  cosA"«0>  cosa  >  cosk'u. 

En  particulier,  si  a  •<  -r,  ->  ce  maximum  sera  plus  petit  que  — ~  et, 

par  conséquent,  u  et  p  seront  uniformes  sur  cet  arc.  Celui-ci  coupera 
à  nouveau  la  géodésique  u =  o  sous  un  angle  Ji,   tel  que  le  rapport 

cos  -1.       .  •  ,  ,  cos  A'»0     . 

— =  soit  compris  entre  le  rapport n —  et  son  inverse. 

cosp  l  '  l         cos/,-  «0 

Enfin,  on  aura  une  relation  d'inégalité  entre  deux  écarts  maxima 

consécutifs  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  «  =  o  :  il  est  clair  que  le 

rapport  de  ces  deux  écarts  est  compris  entre  -j-,  et  j- 

Lorsque  le  mobile  est  soumis  à  une  force  accélératrice,  on  trouve, 
en  utilisant  L'équation  des  forces  vives, 


dru  _   c)V 

~dT*  ~  ~dl 


laquelle,  si  1    est  fonction  de  u  seul,  prend  la  forme,  tout  à  fait  ana- 
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logue  à  (  37), 


■=W  +  *>[-(£)'] 


G  <>«' 


<1  où  L'on  pourrai!  déduire  un  certain  nombre  de  conséquences  ana- 
logues aux  précédentes. 

iô.  Une  autre  notion  que  l'on  peul  considérer  comme  correspon 
dant  à  celle  des  parallèles  limites  sur  une  surface  de  révolution  esl 
celle  de  ce  qu'on  pourrait  appeler  le  domaine  d'une  ligne  géodésique 
ou  d'une  trajectoirede  I  >\  mimique,  et  qui  est  analogue  aux  ensembles 
introduits  par  M.  Poincaré  dans  son  Mémoire  sur  les  courbes  définies 
par  les  équations  différentielles  ('). 

Soil  une  géodésique  d'une  surface  de  révolution  (  ou  une  trajectoire 
de  Dynamique  sur  celle  surface)  qui  oscille  entre  deux  parallèles 
limites. 

Lorsqu'un  point  mobile,  parcourant  cette  courbe  dans  un  sens  dé- 
terminé, passe  de  l'un  à  l'autre  de  ces  deux  parallèles,  le  plan  méridien 
qui  le  contient  tourne  autour  de  l'ave  de  révolution  d'un  certain  angle 
constant.  Si  cet  angle  est  commensurable  avec  tt,  la  géodésique  esl 
fermée.  Mais,  dans  le  cas  contraire,  on  sait  que  cette  géodésique  passe 
aussi  près  qu'on  le  veul  de  n'importe  quel  point  situé  dans  la  bande 
de  surface  comprise  entre  les  deux  parallèles  extrêmes.  Si  l'on  traçait 
la  courbe  en  noir,  en  la  continuant  indéfiniment,  on  noircirait  toute  la 
bande  en  question,  el  cela  quelque  petite  que  soit  l'épaisseur  du  trait. 
Nous  pourrons  dire  que  noire  géodésique  remplit  cette  bande  ou  que 
cette  bande  constitue  son  domaine. 

Lorsque  l'élément  linéaire,  au  lieu  d'être  de  révolution,  a  la  forme 
de  Liouville  |  I  —  V)(  du*  -t-  dv2  ),  le  domaine  esl  une  bande  limitée 
par  deux  lignes  u  =  const.  ou  1  :  const.  (ou  des  branches  de  ces 
lignes  1,  etc. 


(')  Troisième  Partie,  ce  journal,  j1  série,  t.  I.  |>.  225  el  mi1\.;  i885. 
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44.  u  et  c  étant  les  coordonnées  curvilignes  sur  noire  surface, 
posons,  comme  d'ordinaire, 

»=^— >         Q  =  t-,'         2Î  =  A!«'2  +  C2c'2  +  2  AC  cosa  ?/'(•', 

T  étanl  la  demi-force  vive;  de  sorte  que  «,  p,  p,  q  seront,  dans 
l'espace  E4  à  quatre  dimensions,  les  coordonnées  d'un  point  qui  repré- 
sentera la  position  du  mobile  et  sa  vitesse.   D'ailleurs,  au  lieu   des 

coordonnées^  et  q,  on  peut  introduire  -t-  =  s'  et  l'angle  co  que  fait  la 

tangente  à  la  trajectoire  avec  l'axe  des  x  d'un  trièdre  attaché  à  la  sur- 
face, quantités  liées  aux  premières  par  les  formules  (  '  ) 

(3g  )  p  =  As'  cos(w  —  m),         q  =  Cs'  cos(/t  —  co). 

Bornons-nous  au  cas  des  géodésiques  et  faisons  s'=x.  L'état  de 
mouvement  du  point  mobile  M  sera  alors  représenté,  dans  un  espace 
à  trois  dimensions  E3,  par  un  point  P  de  coordonnées  i/,  c,  co  ;  autre- 
ment dit,  la  position  de  ce  dernier  définira  un  élément  de  ligne  sur  la 
surface  donnée.  Bien  entendu,  on  ne  devra  pas  considérer  comme 
distinctes  deux  valeurs  de  co  différant  d'un  multiple  de  2-,  de  sorte 
qu'on  pourra  considérer  cette  cjuantité  comme  toujours  comprise 
entre  —  —  et  -t-  -.  D'ailleurs,  la  même  remarque  s'appliquera  le  plus 
souvent  aux  coordonnées  u  et  p.  Si,  par  exemple,  la  surface  est  une 
sphère  et  que  u,  v  soient  la  longitude  et  la  latitude,  u  variera  de  o  à 

•>.-,  v  di1 à  -\ — >  de  sorte  que  la  multiplicité  lieu  du  point  P  sera 

un  parallélépipède  où  l'on  devra  supposer  :  i°  que  les  points  corres- 
pondants de  deux  faces  opposées  quelconques  sont  confondus;  2°  que 

les  faces  p  =  ±  -  sont  contractées  de  manière  à  se  réduire  chacune  à 

une  diagonale  (2). 


('  )  T.  II,  Liv.  V,  Cliap.  Il,  Tableau  III.  La  signification  des  lettres  p  et  q  est 
-eule  changée. 

(2)  Les  relations  topolo«iques  des  courbes  entre  elles  peuvent  évidemment 
être  assez  différentes  sur  la  surface  primitive  et  sur  la   multiplicité  E3  lieu   du 
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Lorsque  le  point  M  décrira  une  géodésique,  le  poinl  P  décrira  une 
courbe  donnée  par  les  équations  différentielles 


(  {..) 


!  V  sina  C  sino 


I,  qui  représente  la  longueur  de  l'arc  décrit  par  le  poinl  \l ,  scia  dil 
aussi,  pour  abréger,  la  longueur  de  l'arc  décrit  par  1'. 

iiî.   Écrivons,  dans  ce  systèmede  notations,  les  invariants  intégraux 
de  M.  Poiricaré  et,  en  particulier,  le  volume 

ffffdudvdpdq. 

Si,  dans  cette    intégrale  quadruple,  on  opère  le  changement   de 

variables  (3<)),  elle  devient 

ffffdudvdpd^ffdudvff^ds'd» 
=  f  f  f  fïls'dudpdiods', 
H  =  ACsina. 


point  P.  C'est  ainsi  que  les  courbes,  dont  les  projections  stéréographiques   sont 
représentées  fig.  \  et  5,  sont  réductibles  l'une  à  l'autre  par  déformation  continue 

mit  la  sphère,  mais  qu'il  n'en  est  pas  de  même  des  courbes  qui  leur  correspon- 

Fig.    1. 


Fig.  5. 


dent  dans  la  multiplicité  E3.  Cela  tient  à  ce  que  le  passage  de  la  ligne  \  à  la 
ligne  5  ne  peut  avoir  lieu  sans  qu'il  se  produise  à  un  certain  moment  un  poinl 
de  rebroussement,  entraînant  \\\w  discontinuité  dans  la  direction  de  la  tan- 
gente. 

Joiiiii.  de  Math.  |  5'  série)]  tome  [II.  —  Fasc.  IN,  i8g>  40 
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Étendons  celle  intégrale  au  cylindre  à  quatre  dimensions  qui  a  pour 
base  un  volume  quelconque  de  l'espace  Et)  et  pour  hauteur  le  segment 
a  <  s'<  [3  (a  cl  [3  étant  deux  nombres  positifs  quelconques);  elle  se 

décomposera  en  facteurs 

/  '  /  '  /  "  f  H  s' ds'du  >h- (ko  =  f  s' ds'  fffil  du  do  d<ù . 

Le  second  facteur  étant  constant,  il  en  est  de  même  du  premier. 
Nous  aurons  ainsi,  dans  l'espace  E3,  l'invariant  intégral  que  Ton  peu I 
appeler  volume 

.(=  f  ffndudvdo>. 

ib'.  I  ne  application  simple  s'obtient  en  considérant  toutes  les  géo- 
désiques  qui  parlent  des  différents  points  d'une  aire  déterminée  i. 
L'intégrale  J,  étendue  aux  éléments  initiaux  de  toutes  ces  géodésiqués, 
est  évidemment  égale  à  ■ir.a.  On  devra  donc  retrouver  la  même  valeur 
en  portant  sur  chacune  d'elles  un  arc  déterminé  /.  Or  on  obtient  ainsi 
lous  les  points  d'une  certaine  portion  de  surface  S,  lieu  des  centres 
des  cercles  géodésiqués  (' )  de  rayon  l  et  coupant  l'aire  primitive  a. 
Sur  chacun  de  ces  cercles,  cette  aire  découpera  un  arc  qui  sera  vu  du 
rentre  du  cercle  sous  un  certain  angle  V  et  l'existence  de  l'invarianl 

intégral  nous  montre  que  l'expression    /   /  V  dZ,  étendue  à  l'aire  S, 

e>l    ('gale   à  2TÎCT. 

-i7 .  Si  la  surface  est  fermée,  l'invarianl  étendu  à  l'ensemble  des 
positions  du  point  P  sera  uni  et  égal  à  2ttS,  où  S  esl  l'aire  totale  de  la 

surface. 

48.  De  celte  intégrale  triple,  on  déduit  une  intégrale  double  inva- 
riante en  étendant,  ainsi  que  l'indique  M.  Poincaré,  l'intégrale  triple 


(')  .Nous  appelons  ici   cercle  géodésique  le  lieu  des  points  géodésiquement 
équidistants  d'un  point  déterminé. 
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à  un  tube  de  trajectoires  issues  d'une  portion  de  surface  I  quel- 
conque (  pourvu  qu'elle  ne  soil  pas  elle-même  un  lieu  de  trajecto 
Soienl  S,  Y)  des  coordonnées  curvilignes  sur  La  surface  S,  de  sorte  que 
//.  (>,  (•>  soni  sur  cette  surface  fonctions  de  ';,  r\.  <  >n  pourra  rapporter 
1rs  points  du  tube  <lo  trajectoires  «pie  uous  considérons  aux  coordon- 
nées :.  r .  /  <•[  l'intégrale  *\r\  iendra 

I  1 1  )  1=11  H(u'dvdù  +  v'doidu  +  m'dudv  ), 

où  l'on  doit  remplacer  1rs  dérivées  par  rapport  à  /  pur  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (4o).  L'intégrale  I,  étendue  à  la  portion  de  sur- 
face I.  ne  changera  pas.  non  seulement  si  l'on  remplace  chaque  poinl 
de  cette  surface  par  sou  conséquent,  c'est-à-dire  par  la  position  qu'il 
vient  occuper  au  bout  d'un  temps  déterminé  t.  mais  encore  si  l'on 
remplace  £  par  une  portion  de  n'importe  quelle  autre  surface  limitée 
par  le  même  tube  de  trajectoires. 

49.  Enfin  l'intégrale  I  peut  être  considérée  comme  déduite  d'une 
intégrale  simple  par  l'emploi  du  théorème  de  Stokes.  Elle  e>t.  en  vertu 
de  ce  théorème,  identique  à  l'intégrale 

I  =   /  pdu  +  qdv, 

prise  le  long  du  contour  de  1. 

L'intégrale  f,  étendue  à  un  contour  fermé  quelconque,  étanl  inva- 
riante, cette  même  intégrale  prise  le  long  d'un  chemin  ouvert  sera 
invariante  à  une  quantité  prés  qui  ne  dépend  que  îles  extrémités. 

Nous  ramenons  ainsi  les  propriétés  des  invariants  intégraux  à  ce  fait 
bien  connu  que  si  ww  are  de  géodésique  varie  de  manière  que  son 
origine  décrive  une  ligne  A lî  et  son  extrémité  une  ligne  A' I!  ,  on  a 

BB'  — AA'=  /     {pdu   ■   qdv)    -   /    (pdu  +  qdv). 


38?.  HADAMARD. 

30.  Pour  définir  le  domaine  d'une  trajectoire  déterminée,  prenons 
dans  l'espace  E3  une  portion  de  surface  D  qui  soit  traversée  une  infi- 
nité de  fois  par  cette  trajectoire.  Les  points  d'intersection  seront  tous 
distincts  les  uns  des  autres  si  la  trajectoire  n'est  pas  fermée.  Lu  tel 
ensemble  de  points  admettra  au  moins  un  point  limite  P0.  La  trajec- 
toire passera  une  infinité  de  fois  dans  le  voisinage  de  ce  point,  et  cela 
pour  des  valeurs  indéfiniment  croissantes  de  /;  car  il  est  clair  que 
deux  points  voisins  qui  ne  sont  pas  sur  le  même  segment  infiniment 
petit  de  trajectoire  ne  peuvent  être  reliés  que  par  un  segment  de  tra- 
jectoire à  la  longueur  duquel  on  peut  assigner  une  limite  inférieure 
déterminée. 

En  déplaçant  de  toutes  les  manières  possibles  la  surface  S,  il  est 
évident  que  nous  aurons,  dans  l'espace  E3,  un  ensemble  de  points  P 
tels  que  la  trajectoire  passe  infiniment  près  de  chacun  d'eux  pour  des 
valeurs  infiniment  grandes  de  /. 

A  celle  dernière  restriction  près,  la  définition  de  cet  ensemble  est, 
comme  on  le  voit,  identique  à  celle  de  Vensemble  dérivé  de  M.  Cantor. 
Il  partage  avec  ce  dernier  la  propriété  d'être  fermé,  c'est-à-dire  de 
contenir  son  propre  dérivé. 

C'est  l'ensemble  ainsi  défini  qu'on  peut  appeler  le  domaine  de  la 
trajectoire  dans  l'espace  E3.  A  la  projection  de  ce  domaine  sur  le 
plan  des  uv  correspond,  sur  la  surface  s,  l'ensemble  des  points  M  près 
desquels  la  trajectoire  passe  une  infinité  de  fois,  autrement  dit  le 
domaine  tel  que  nous  l'avons  introduit  précédemment. 

5 1 .  Le  domaine  d'une  trajectoire  peut  être  considéré  comme  connu 
si  l'on  donne  les  points  P0  de  ce  domaine  situés  sur  une  portion  de 
surface  1  qui  rencontre  toutes  les  trajectoires  (nous  savons,  d'après 
ce  qui  précède,  former  de  telles  surfaces  ). 

Si,  à  partir  d'un  point  quelconque  de  1,  nous  portons  sur  la  tra- 
jectoire issue  de  ce  point  une  longueur  déterminée  l (positive  ou  néga- 
tive), la  position  du  nouveau  point  ainsi  obtenu  variera  continûment 
avec  celle  du  premier.  Si  donc  notre  trajectoire  passe  une  infinité  de 
lois  aux  environs  de  l'un,  elle  passera  une  infinité  de  fois  aux  environs 
de  l'autre. 

L'ensemble  des  points  P  se  composera  donc  de  l'ensemble  des  Ira- 
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jectoires  menées   par  les  différents  points  P0;   c'esl    l'ensemble  des 
points  P„  qu'il  suffit  d'étudier. 

,V2.  Si  le  point  P  appartient  au  domaine  du  point  M(')  et  le 
point  Q  au  domaine  du  point  l\  le  point  Q  appartient  au  domaine 
de  M. 

En  effet,  par  hypothèse,  on  peut  prendre  sur  la  trajectoire  du 
point  P  un  are  PP'=  a  tel  que  le  point.  P'  soil  aussi  voisin  qu 
veul  du  point  Q.  D'autre  pari,  puisque  le  poinl  P  l'ail  partie  du 
domaine  du  point  M,  il  existe  sur  la  trajectoire  issue  de  ce  dernier  des 
points  M  aussi  voisins  qu'on'  le  veut  de  P  et,  en  particulier,  assez 
voisins  de  P  pour  qu'en  prenant  l'arc  M'P"  =  >.,  la  distance  P'P"  soil 
plus  petite  qu'une  quantité  quelconque  donnée. 

i>3.  Si  la  trajectoire  repasse  nue  infinité  de  lois  près  d'un  quel- 
conque de  ses  points,  cet  ensemble  des  P„  sera  non  seulement  fermé, 
mais  encore  condensé  en  soi:  ce  sera  ce  que  M.  Cantor  appelle  un 
ensemble  par  fuit. 

On  sait,  depuis  les  travaux  de  M.  Poincaré,  que  les  trajectoires 
pourlesquelles  il  n'en  est  pas  ainsi  sont  exceptionnelles  (du  moins  en 
supposant  le  volume  total  fini  ),  en  ce  sens  que  les  points  d'une  région 
déterminée  qui  servent  d'origines  à  de  pareilles  trajectoires  peuvent 
être  enfermés  dans  un  volume  total  aussi  petit  qu'on  le  veut.  M.  Poin- 
caré montre  seulement,  il  est  vrai,  que  les  trajectoires  <|ui  ne  passenl 
que  k  l'ois  (  k  étant  un  nombre  quelconque  )  dans  une  région  détermi- 
née r  de  volume  p  aussi  petit  qu'on  le  veul,  peuvent  être  enfermées 

dans  un  volume  plus  petit  que  -.:- 1  \  étant  le  volume  total  de  la  multi- 
plicité I".  ).  Mais  il  est  aisé  de  compléter  à  cet  égard  sa  démonstration. 
Comme  le  fait  M.  Poincaré,  appelons  conséquent  d'un  poinl  quel- 
conque, la  nouvelle  position  que  vient  occuper  ce  point  au  bout  d'un 
certain  temps  ~.  choisi  une  Inis  pnm-  toute-,  V""'  conséquent  du  même 
pi  lin  i  la  position  qu'il  vienl  occuper  au  bout  du  temps  Ni  el  prenons 
pour  la  région  /•  un  tube  formé  par  les  trajectoires  issues  des  différents 


i  C'est-à-dire  au  domaine  de  la  trajectoire  de  ce  point. 
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points  d'une  portion  de  surface  et  ayant  pour  longueur  commune  t. 
Soient  maintenant  nh  \,  deux  suites  d'entiers  augmentant  indéfini- 
ment el  se  correspondant  deux  à  deux.  Nous  divisons  la  surface  S 
en  iii  portions,  ce  qui  divisera  la  région  r  en  nt  régions  partielles  /-,-, 
et  cela  de  manière  que,  lorsque  /?,-  augmente  indéfiniment,  chacune 
des  portions  cle  £  devienne  infiniment  petite  dans  toutes  ses  dimen- 
sions. Les  points  de  l'une  des  régions  r,-,  origines  de  trajectoires  qui, 
pendant   le  temps  \t,  ne  passeront  qu'une  fois  dans  celle  région, 

occuperont  un  volume  total  inférieur  à   =r--    La  somme  de  ces  volumes 

pour  les  /?,•  portions  sera  donc  moindre  que  -rr1-  Or  puisque  nous  sup- 
posons les  nombres  //,  et  i\,  indéfiniment,  croissants  et  les  dimensions 
de  chacune  des  parties  de  I  indéfiniment  décroissantes,  l'origine  de 
toute  trajectoire  qui  ne  passe  pas  infiniment  près  d'un  quelconque  de 
ses  points  sera  comprise  dans  le  volume  17  pour  quelque  valeur  de  i. 
On  pourra  donc  enfermer  tous  ces  points  dans  un  volume  total  aussi 
petit  qu'on  le  voudra,  car  il  est  clair  qu'on  peut  déterminer  la  suite 

des  N,-,  de  manière  que  la  série  y  ^  soit  convergente  et  ait  une  somme 

aussi  petite  qu'on  veut. 

Ce  raisonnement  fournit  même  des  renseignements  sur  la  loi  suivant 
laquelle  les  trajectoires  non  exceptionnelles  se  rapprochent  d'une  po- 
sition déjà  occupée.  Car  une  dimension  quelconque  0  d'une  des  por- 
tions de  1  diminue  comme  -—  et,  d'autre  part,  il  suffit,  pour  la  vali- 

dite  du  raisonnement  précédent,  de  supposer  que  ^  tende  vers  zéro 
(car  on  peut  toujours,  s'il  en  est  ainsi,  donner  à  i  une  série  de  valeurs 
telles  que  la  somme  îles  valeurs  correspondantes  de  ~  donne  une  série 

convergente  et  de  somme  aussi  petite  qu'on  veut).  Donc  la  distance 
minima  S  entre  un  point  et  les  points  de  la  trajectoire  correspondante 
non  consécutifs,  mais  séparés  du  premier  par  un  arc  moindre  que  N,-T, 
diminue  (  si  celle  trajectoire  n'est  pas  exceptionnelle)  de  telle  façon 
que  le  produit  0  \  \,  reste  fini  ou  augmente  indéfiniment  aussi  lente- 
ment qu'on  veut. 
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ôi-.  I  ae  trajectoire  qui  ne  passe  pas  inGnimenl  près  d'un  de  ses 
points  peut  d'ailleurs  être  considérée  en  un  certain  sens  comme  une 
trajectoire  asymptotique.  Il  existe,  en  effet,  au  moins  une  trajectoire 
de  chaque  point  de  laquelle  la  première  s'approche  indéfiniment  pour 
îles  valeurs  infinimenl  grandes  de  /. 

55.  Dans  tous  les  problèmes  de  Dynamique  que  l'on  sail  traiter 
jusqu  .m  bout,  les  points  I',,  correspondant  à  nue  trajectoire  qui  n'esl 
ni  fermée,  ni  asymptotique  forment  sur  I  une  ligne,  de  sorte  que  le 
domaine  est  une  certaine  surface,  dont  la  projection  suc  le  plan  des  uv 
donnera  la  portion  S  de  S  remplie  par  la  géodésique,  et  le  contour 
apparent  relatif  à  ce  plan  donnanl  les  lignes  qui  limitent  cette  portion. 
En  chaque  point  de  ces  lignes  limites  passeront  une  ou  plusieurs  géo- 
désiques  qui  appartiennent  tout  entières  à  S,  et  qui  leur  seront,  en 
général,  tangentes.  Les  lignes  limites  auront  (loue  en  chaque  poinl 
une  tangente  déterminée  ou  deux  tangentes  formanl  un  angle  rentra  ni. 

Si,  au  lieu  d'une  géodésique,  l'on  a  à  considérer  une  trajectoire  de 
dynamique,  le  domaine  S  pourra,  au  contraire,  présenter  des  angles 
sortants,  en  des  points  où  U  -+-  h  s'annule  (  h  étant  la  valeur  de  la  con- 
stante des  forces  vives  sur  la  trajectoire  considérée  i  ;  c'est  ce  qui  .nri\e. 
par  exemple,  comme  on  sait,  dans  le  plan,  pour 

!  r  )  l    =  \(ax*  +  bj 

a  et  h  étant  incommensurables  entre  eux  :  le  domaine  e>l  alors  un  rec- 
tangle. La  valeur  précédente  de  la  fonctionde  forces  est  celle  qui  con- 
vient aux  petits  mouvements  d'un  point  autour  d'une  position  d'équi- 
libre stable.  Il  n'en  résulte  pas,  bien  entendu,  que  la  conclusion  que 
nous  venons  d'obtenir  relativement  à  la  l'orme  du  domaine  subsiste 
pour  ces  sortes  de  mouvements,  puisque  la  fonction  de  forces  corres- 
pondante n'est  représentée  que  d'une  façon  approchée  par  l'expres- 
sion (i\>.  )  ;  cependant    celle   eu  il  ci  lisii  )ll   est    exacte    pour   le  mouvement 

sur  le  paraboloïde  elliptique  à  concavité  supérieure,  d'après  les  résultats 
de  M.  de  Saint-Germain  :  le  domaine  est  |  lorsque  la  courbe  n'est  pas 
fermée  |  limité  par  quatre  lignes  de  cour  hure  formant  une  sorte  de  rec 
tangle  à  quatre  angles  saillants. 
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56.  En  continuant  à  supposer  que  le  domaine  d'une  trajectoire 
quelconque  non  exceptionnelle  soit  une  surface  de  l'espace  E3,  nous 
pourrons  ajouter  à  la  propriété  énoncée  au  n°  o2  la  suivante  : 

Si  un  point  1'  fait  partir  du  domaine  d'un  point  M,  réciproque- 
ment celui-ci  appartient  au  domaine  du  premier. 

Nous  savons,  en  effet,  que  le  domaine  du  point  M  contient  celui  du 
point  P.  Or,  ici,  ces  deux  domaines  sont  des  lignes  ou  des  segments 
de  ligne.  Il  en  résulte  évidemment  que  le  domaine  du  point  P  contient 
un  point  de  la  trajectoire  issue  de  M  et,  par  conséquent  (ol),  M  lui- 
même. 

57.  Le  domaine  du  point  P  contenant  à  son  tour  le  domaine  du 
point  M,  ces  deux  domaines  coïncident.  Ainsi,  en  se  plaçant  toujours 
dans  l'hypothèse  adoptée  aux  deux  numéros  précédents,  il  existe  une 
simple  infinité  de  géodésiques  qui  ont  même  domaine  :  autrement  dit, 
les  domaines-  ne  dépendent  que  d'un  paramètre. 

Seulement  il  est  permis  de  se  demander  jusqu'à  quel  point  cette 
hypothèse  est  légitime.  Elle  est,  comme  nous  l'avons  remarqué,  réali- 
sée dans  tous  les  exemples  où  il  est  possible  d'intégrer. 

Mais,  dans  tous  ces  exemples,  l'intégrabilité  est  due  à  l'existence 
d'une  intégrale  uniforme,  laquelle  entraine  évidemment  ce  fait  que  les 
domaines  sont  des  surfaces. 

Or  on  peut  supposer  que,  inversement,  ce  fait  ne  se  rencontre 
qu'avec  une  intégrale  uniforme.  En  effet,  les  domaines  ne  dépendant 
que  d'un  paramètre,  ce  paramètre  aura,  pour  chaque  trajectoire,  une 
valeur  déterminée;  ce  sera  une  fonction  univoque  des  coordonnées 
d'un  point  de  E3,  laquelle  restera  constante  sur  une  trajectoire  quel- 
conque. 

Nous  n'avons  d'ailleurs  pas  démontré  que  cette  fonction  soit  analy- 
tique, ni  même  ait  des  dérivées;  nous  sommes  donc  bien  loin  des 
conditions  dans  lesquelles  s'applique  le  théorème  connu  de  M.  Poin- 
caré;  néanmoins  ce  théorème  rend  l'existence  d'une  pareille  fonction 
très  invraisemblable  et,  par  conséquent,  il  est  très  probable  que  l'hy- 
pothèse dont  nous  sommes  partis  n'est  pas  vérifiée,  en  général. 
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08.  Le  domaine  donl  nous  avons  parlé  jusqu'ici  peut  être  appelé  le 
domaine  propre  de  la  trajectoire  considérée,  par  opposition  avec  ce 
que  l'on  peut  nommer  le  domaine  étendu  de  la  même  trajectoire  el 
qui  esl  son  domaine  propre,  joint  au  domaine  propre  des  trajectoires 
infiniment  voisines.  Autrement  dit,  un  point  de  l'espace  E3  sera  dil 
appartenir  au  domaine  étendu  d'uni'  trajectoire  donnée  si,  étant  une 
quantité  aussi  petite  qu'on  le  veut  et  G  un  temps  aussi  grand  qu'on  le 
veut,  il  existe  des  trajectoires  passant  à  une  distance  moindre  que  1 
d'un  point  déterminé  quelconque  de  la  trajectoire  donnée  el  passanl 
également  à  une  distance  moindre  que  s  du  point  considéré,  le  second 
fait  ayant  lieu  après  le  premier  et  au  bout  d'un  temps  supérieur  à  r . 

Ce  domaine  étendu  ne  coïncide  pas  toujours  avec  le  domaine  propre. 
Par  exemple,  sur  une  surface  de  révolution  dont  toutes  les  géodésiques 
ne  sont  pas  fermées,  le  domaine  propre  d'une  géodésique  ferm 
réduit  à  cette  ligne  elle-même,  tandis  que  le  domaine  étendu  comprend, 
comme  celui  d'une  géodésique  non  fermée,  toute  la  bande  de  surface 
comprise  entre  deux  parallèles.  Il  y  aurait  lieu,  cependant,  de  recher- 
cher si  les  trajectoires  pour  lesquelles  cette  coïncidence  n'a  pas  lieu  ne 
sont  pas  exceptionnelles. 

59.  Le  domaine  étendu  possède,  en  toute  hypothèse,  la  propriété 
dont  il  est  question  au  n°  56. 

Supposons,  en  effet,  que  le  point  P  appartienne  au  domaine  étendu 
du  point  M.  Soient  s  et  à'  les  sphères  de  rayon  C  ayant  pour  centres 
respectifs  les  points  M  et  P  :  il  existera,  par  hypothèse,  des  points 
de -s  dont  les  trajectoires  iront  passer,  au  bout  d'un  temps  supérieur 
a  è.  dans  s'.  Ces  points  formeront  dans  s  uni'  région  /-,.  Il  existera  des 
trajectoires  traversant  une  inlini  té  de  fois  la  région  r,  :  ces  trajectoires 
traverseront  donc  la  région  S  après  avoir  traversé'  la  région  s  el  cela 
au  bout  d'un  temps  aussi  grand  qu'on  le  voudra.  C'est  ce  que  nous 
voulions  démontrer. 
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Sur  la   stabilité  de  V équilibre  d'un  corps  /loi 'tant 
à    la    surface   d'un    liquide   compressible; 

Par  M.  P.  DUHEM. 


Dans  un  précèdent  Mémoire  ('),  nous  avons  étudié  la  stabilité  de 
l'équilibre  d'un  corps  solide  flottant  à  la  surface  de  séparation  de 
deux  fluides  compressibles,  soumis  à  des  forces  extérieures  quelconques 
dépendant  d'une  fonction  potentielle.  Nous  n'avons  pas  obtenu  la 
solution  complète  de  celle  question  très  générale;  nous  axons  obtenu 
seulement  : 

i°  Des  condition-  néi  ■  ssaires,  mais  peut-être  pas  suffisantes  pour 
la  stabilité  de  l'équilibre  : 

2°  Des  conditions  suffisantes,  mais  peut-être  pas  nécessaires. 

<  Test  seulement  dans  le  cas  où  les  deux  fluides,  à  la  séparatipn  des- 
quels Hotte  le  solide,  confinent  par  une  surface  illimitée  que  nous 
avons  pu  donner  les  conditions  qui  sont  à  la  fois  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  la  stabilité  de  l'équilibre  du  flotteur. 

Nous  nous  proposons,  aujourd'hui,  de  résoudre  la  question,  sinon 
dan-  son  entière  généralité,  du  moins  dans  des  cas  très  étendus. 

Les  résultats  que  nous  nous  proposons  d'établir  sont  les  suivants: 

i"  Si  le  solide  flotte  à  la  surface  qui  sépare  un  fluide  compressible 
d'un  espace  vide,  quelle  que  soil  la  force  extérieure,  dépendant  d'une 

Sur  la  stabilité  de  l'équilibn  des  corps  flottants  (Journal  de  Mathéma- 
tiques, V  série,  i.  I.  p.  91  ;  1895). 
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fonction  potentielle,  à  laquelle  le  Qùide  esl  soumis,  on  peut  trouver 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  {mur  que  l'équilibre  du  flotteur 

soit  stable. 

2°  La  méthode  qui  fournit  ces  résultats  ne  s'applique  pas,  en 
général,  au  cas  où  le  solide  Hotte  à  la  surface  de  séparation  de  deux 
fluides;  toutefois,  dans  le  cas  particulier  où  les  deux  fluides  sont 
homogènes  <  i  incompressibles,  elle  s'applique  et  donne  les  conditions 
nécessaires  el  suffisantes  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  du  flotteur. 

i"  Cette  méthode  s'étend,  dans  le  premier  cas,  à  un  flotteur  por- 
tant un  lest  fluide,  compressible  suivant  une  loi  quelconque  ;  dans  le 
second  cas,  à  un  navire  chargé  d'un  lest  liquide  incompressible. 


I. 


I  n  fluide  2  (fig.    1),  compressible   suivant  une  loi  quelconque, 
porte  un  solide  3;  au-dessus  du  fluide  2,  se  trouve  un  espace  vide  1. 


Soient  :  S(2  la  surface  de  contact  des  fluides  1  et  2; 

n,  la  normale  à  cette  surface  vers  l'intérieur  de  l'espace  1  ; 

S23  la  surface  de  séparation  du  solide  et  du  fluide  ; 

N  la  normale  à  celte  surface  vers  l'intérieur  du  fluide; 

I  >  ' ,  X)y,  D;  les  composantes  du  déplacement  d'un  point  du  fluide  ; 

A.c  Ar.  Ar  les  composantes  du  déplacement  d'un  point  du  solide; 

8f,8g,  8k,  81,  8m,  r,n  les  trois  composantes  de  la  translation  élémen- 
taire et  les  trois  composantes  de  la  rotation  élémentaire  en  lesquelles 
se  décompose  le  déplacement  virtuel  le  plus  général  de  ce  corps; 
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p3  la  densité  du  fluide  ; 

c:_.  la  variation  de  cet.te  densité  en  un  poinl  fixe  de  l'espace  : 
\   la  fonction  potentielle  des  forces  extérieures  qui  sollicitenl  le 
fluide. 

Pour  que  l'équilibre  du  système  soil  stable,  il  faut  et  ilsujjfit  que 
Von  ait,  en  tout  déplacement  virtuel  du  système, 

-«-  p2  /   y-  [cosi  n,,x)Dx  -+-  cos(nny)Dy  —  cos(n,,  ô)D-J2c?Si2 

-Q>o, 

Q  étant  une  forme'  quadratique  en  of,  Bg,  oh,  ùl,  8m,  on  donl  nous 
avons  formé  les  coefficients  dans  noire  Mémoire  :  Sur  la  stabilité  /les 
corps  /louants. 

D'ailleurs,  un  déplacement  virtuel  est  assujetti  à  la  seule  condition 

Ip,  I    |  eus (//,..*•  )]  )x  -i-  cosi  //,.  y  li  )y   7-  cosl  nnz  \Dz]dSls 

'   —  f   p.,[cos|  V  x  \Ax  +  cosl  N,y  )ày  —  cosi  V  :  )A-]rfS23=  o, 

•  Si 

qui  exprime  que  la  masse  du  fluide  2  esl  demeurée  invariable. 
Dans  cette  égalité,  on  a 

1    A./;  =  0/  -+-  zom  —  yen, 
\  Av  =  og  +  .ro//  —  zol, 
\    !z       oh  -4-  vol  —  .von/. 

x,  y,  z  étant  les  coordonnées  du  poinl  du  solide  qui  subil  le  déplace- 
menl  infiniment  petit  A./-,  Av.  A-. 

(  )u  obtiendra  des  conditions  nécessaires  pour  la  stabilité  de  l'équi 
libre  en  écrivant  que  l'inégalité  (1)  est  vérifiée  en  de  certains  dépla- 
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céments  soumis  à  l'égalité  (2).  Nous  cillons,  de  la  sorte,  obtenir  cer- 
taines conditions  nécessaires,   que  nous  démontrerons  ensuite  être 

suffisantes. 

i"  La  quantité — ?\      n'est  négative  en  aucun  point  du  fluide; 

•  'lh<  n'est  pas  nulle  en  tous  les  points  d'un  volume  fini,  si  petit 
■-■'lit-il. 

Si  cette  quantité  était  négative  en  un  point  du  fluide,  par  raison  de 
continuité,  elle  serait  négative  en  tous  les  points  d'un  volume  fini 
entourant  ce  point.  Si  donc  l'hypothèse  précédente  était  inexacte,  on 
pourrait,  à  l'intérieur  du  volume  p2,  tracer  un  volume  fini  u.,  tel  que 

rf2tpa(pa)  •  ■    .p  -11 

— 'j    '    ne  sérail  positil  en  aucun  point  du  volume  u... 

Dès  lors,  donnons  au  système  un  déplacement  virtuel  défini  de  la 
manière  suivante  : 

i°  Le  solide  3  demeure  immobile  ; 

'."  La  surface  S, 2  demeure  indéformable; 

3°  La  densité  du  fluide  2  demeure  invariable  en  tous  les  points  qui 
se  trouvent  à  l'extérieur  du  volume  u.,  et  à  sa  surface; 

4°  En  tout  point  intérieur  au  volume  u.1)  la  densité  éprouve  une 
variation  §p2  différente  de  o,  mais  vérifiant  l'égalité 

/   Iz.dw.  =  o. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'en  un  semblable  déplacement,  l'égalité  (2)  esl 
vérifiée.  Mais  le  premier  membre  de  l'inégalité  (1)  se  réduit  à 


f^(^ydu2, 


quantité  qui  ne  peut  être  que  nulle  ou  négative. 

On  trouve  donc  cette  première  condition  nécessaire  : 

1.   On  doit  avoir,  en  tout  point  du  Jluidr, 
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l'égalité  ne  pouvant  avoir  lieu  en  tous  les  points  d' un  volume  fini, 
si  petit  soit-il. 

2.  On  doit  (noir,  en  tout  point  de  lu  surfine  S,.,. 
(5)  |^>o, 

Vègalité  ne  pouvant  avoir  lieu  en  ions  les  points  d' une  aire  finie, 
si  petite  soit-elle. 

Si,  en  effet,  cette  condition  n'était  pas  remplie,  on  pourrait,  sur  la 
surface  S,,,  tracer  une  aire  aiS  telle  qu'en  aucun  point  de  cette  aire, 

,)\     ,  .  , 

-. —  n  aurait  une  valeur  positive. 

Cela  étant,  imposons  au  système  un  déplacement  virtuel  défini  de 
la  manière  suivante  : 

i°  Le  solide  3  demeure  immobile; 

2°  La  densité  p2  demeure  invariable  en  tout  point  du  volume  p2  : 

3°  La  partie  de  la  surface  S,,,  qui  est  extérieure  à  Taire  a,2,  el  le 
contour  de  cette  aire  demeurent  invariables; 

4°  L'aire  <zl2  se  déforme  de  telle  sorte  que 

/   fcos(«,,  x)Dp  -+-  eos(«,,y)Dy  -+-  cos(n,,  z)Dz]da,2  =  o. 

11  est  aisé  de  voir  qu'en  un  semblable  déplacement,  l'égalit 
serait  vérifiée.  Mais,  d'autre  part,  le  premier  membre  de  L'inégalité { i  i 
se  réduirait  à 

p,  /   - —  [cos(«n  x)Dx  -+-  cos(/i,,  y)Dy  -+-  cos(n,,  :■)])-  \-<l,/t ,. 

quantité  qui  ne  pourrait  être  que  nulle  ou  négative,  en  sorte  que  l'iné- 
galité (i)  ne  pourrait  être  vérifiée. 

3.  Donnons  au  solide  un  déplacement  virtuel  arbitraire  S/",  Sg,  oA. 
§/,  c///.  c//.  et  associons-lui  un  déplacement  du  fluide  défini  de  la 
manière  suivante  : 

i°  Lu  tout  point  de  la  surface  S,2,   le  fluide  éprouve  un  déplace- 
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iiK-ii t  donl  les  composantes  dx,  dy%  dz  vérifienl  l'égalité 
(6)         cos(  //,,  ./■  )dx  +  cos(  //,.  r  )dy  ■+-  cos(  nn  z)dz  — 

an, 

0  claiit  u [uantité  infiniment  petite  dont  la  valeur  est  indépendant! 

.le.,-,  r.  z; 

■2"  En  l'Hit  point  du  volume  p2,  la  densité  éprouve  une  variation 


- 


J ?  1  .IL 


Ce  déplacement  virtuel  vérifiera  la  condition  (  2  ),  si  l'on  détermine 
la  valeur  de  0  par  l'égalité 

I        OIW^/S,^    A^A-/ 
(8)    J  L    JSl,  dnt  ,{.         d9\ 

I   =   j   p,[cos(X,.r)Ar  +  cos(N,y)A7  +  cos(  N,  ;  lAs]o?Sa3. 

11  est  aisé  de  voir  qu'en  vertu  des  égalités  (3)  et  (8)  on  peut  écrire 
1  <  i  1  0  =  a,  If  -+-  a2  Bg  -h  a.,  0/1  -t-  3 ,  0/  -h-  (32  0/1/  +  [i3  0/1, 

égalité  dans  laquelle  a,,  a2,  a3,  (î,,  ^2,  [33  sont  six  constantes. 
Les  constantes  a,,  £j,  sont  données  par  les  égalités: 


J- 1 cos 1  N .  x  w/S . 


(IO) 


dp?. 


^     p2[jcos(N,  s  1       scosi  N,y)]c?S 

■■     S-;i 
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\  .<■>  quantités  a,,  xa  se  déduisenl  de  x(  en  imposanl  une  permuta- 
tion circulaire  aux  lettres  x,  y,  s;  les  quantités  p2,  B3  se  déduisenl  de 
niême  de  3, . 

Vous  dirons  que  le  déplacemenl  virtuel  <lu  (ïuide  défini  par  les 
égalités  (6),  (7».  (9)  el  (10)  constitue  le  déplacemenl  associé  au 
déplacemenl 

0/,  Ci,'-,  0//.  0/,  r,nt,  rjii 
1I11  solide. 

Nous  obtiendrons  évidemmenl  une  condition  nécessaire  pour  la 
stabilité  du  système  en  écrivant  que  l'inégalité  (1)  esl  vérifiée  lors- 
qu'on donne  au  flotteur  un  déplacemenl  virtuel  quelconque  et,  au 
fluide,  le  déplacement  associe. 

<  >r.  dans  ce  cas,  en  vertu  des  égalités  (6  )  et  (7  ).  on  a 

~+~  Pa  /    T    [cos(n,,x)dx-t-cos(nt,y)dy-hcos(nl,z)dzYd'S,i 

L(,        d?\  ■  '     an, 

lui  vertu  des  égalités  (9)  et  (10)  cette  égalité  devient 

(12)  1     —  yi  j  ^j— - 


dSti 


(,3) 


Dans  cette  égalité,  et,,  &,  sont  donnés  par  les  égalités 
1   a,=  f    p,  cosi  \ .  .'•  »  o?S23, 
!   /i,  =  /    pjycosi  \.  s  1       scosi  Y  r>|>/S_.;: 


a2,  c/3  se  déduisent  de  a,  en  imposanl  aux  lettres  x,  y,  s  une  permu 
talion  tournante  :  h,,  6,  se  déduisenl  de  même  de  b, . 

Journ.  de  Math.  (5=  série),  lomc  III.  —  Fosc.  I\,   1897.  " 
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La  quantité  T  est,  comme  Q,  une  forme  quadratique  en  of,  §g,  oh, 
ol,  om,  on.  [Vous  sommes  donc  amenés  à  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Pour-  que  l'équilibre  du  système  soit  stable,  il  est  nécessaire  que 
la  forme  quadratique  <  T  +  Q  )  soit  une  forme  définie  positive  : 

04)  T  +  o>o. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  que  les  trois  conditions  énoncées 
sont  suffisantes  pour  assure/-  la  stabilité  de  l'équilibre  du  système. 

Considérons,  en  effet,  un  déplacement  virtuel  quelconque  du  sys- 
tème; il  vérifie  l'égalité  (2). 

Imposons  ensuite  au  solide  le  même  déplacement  virtuel,  et  au  fluide 
le  déplacement  associé;  l'égalité  (2)  sera  encore  vérifiée  dans  ce  der- 
nier cas;  de  plus,  dans  les  deux  cas,  le  troisième  terme  du  premier 
membre  de  l'égalité  (2)  aura  même  valeur. 

Mous  aurons  donc 

pi       [  cos(  «,,  x  )  Dx  -+-  cos(  nny)Dy  -+-  cos(  //,,  :  )  D:  |  dSiS 

—  pif    [cos(yi, .  '•  )  d.r  4-  cos(  nny  )  dy  +  cos(/i, ,  :■  )  ii:\  û?S,2 
-t-       /  op2dv2 —  /   dp.2dv2=  o, 

égalité  qui  peut  encore  s'écrire,  en  multipliant  toutes  les  quantités  sous 
les  signes  /  par  la  constante  0,  et  en  tenant  compte  des  égalités  (6) 
et  (7), 

:,  /        -  |  cos(  //, ,  x  )  de  4-  cos(  «1,  y)  dy  -4  cos(  />,.:■)  dz\-  dSi3 

—  p-  I     y-  [cos(/it,  x  )  Dx  -+-  cos( nn y)  Dy  ■+-  cos(  //,.  ;  )  Dr  | 

X  [cos(«, ,  x)  dx  4-  oos(  n , ,  y  )  d\-  4-  cost  //,.-)  dz]  d>,., 

;--  (dpi/dcj-  1  -^p  d?2opidc,  =  o. 
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Cette  égalité,  jointe  à  l'égalité  (n),    transforme   l'inégalité  (i)   en 


■flll'-C 


•i  : 


./ 


"Pj 

r  d\ 


t  i ',  )         (  -f-p»/     y-        cos(nnx)T)x -{-cos(nf,y)Dy-hcos(nu  z)Dz 

[  —  cos(nn  .'■)  </'■  —  cosi  //, .  i  )  >/r  ■    cosi  //,,  z)i/z\-  </>, 

+  T  +  Q>o. 

Or,  il  est  clair  que  celle  inégalité  résulte  des  trois  conditions  précé 
déminent  énoncées  et  exprimées  par  les  inégalités  {  ]  ).  {  '>  )  et  t  i  î  ). 
Nous  avons  donc  obtenu  les  conditions  nécessaires  el  suffisantes  pour 
que  l'équilibre  du  système  soit  stable. 

Quelques  remarques  au  sujet  de  ces  conditions. 

En  vertu  des  conditions  nécessaires  (4)  et  (5),  la  forme  T,  donnée 
par  l'égalité  (12),  ne  peut  jamais  être  négative;  ou  obtient  donc, 
comme  nous  l'avons  reconnu  ailleurs  par  une  autre  voie,  des  condi- 
tions suffisantes  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  en  associant  aux  condi- 
tions (4)  et  (5)  celle-ci  : 

/.'/  forme  quadratique  Q  est  une  forme  dé  finie  positive. 

Mais  cette  dernière  condition  n'est  pas,  en  général,  nécessaire:  elle 
ne  devient  nécessaire  que  lorsque  T  est  identiquement  nul.  C'est  ce 
qui  a  lieu  assurément  dans  le  cas  où  le  fluide  est  illimité  et  où  l'une 

au  moins  des  deux  quantités  -5— ,      ?J  ,,      ne  croît  pas  au  delà  de  toute 
'  oiix         api 

limite  lorsqu'on  s'éloigne  indéfiniment  du  lieu  on  se  trouve  le  corps 

flottant. 

Toutes  ces  conclusions  sont  d'accord  avec  celles  que  nous  avons 

obtenues  directement  dans  notre  Mémoire  Sur  la  stabilité  des  corps 

flottants. 


(■7) 
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II. 

La  méthode  précédente  ne  s'applique  pas  à  la  recherche  des  condi- 
tions nécessaires  eL  suffisantes  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un 

solide  qui  flotte  à  la  surface  de  séparation  de  deux  fluides  compres- 
sibles. Il  est  aisé  de  voir,  en  effet,  que  la  possibilité  de  déterminer  la 
quantité  0,  qui  définit  le  déplacement  du  fluide  associé  à  un  déplace- 
ment virtuel  du  solide,  repose  essentiellement  sur  ce  fait  (\uunc  seule 
condition  (2)  est  imposée  aux  divers  déplacements  virtuels  du  fluide. 
Or,  dans  le  cas  où  l'espace  1,  au  lieu  d'être  vide,  est  rempli  par  un 
fluide  compressible,  il  faut  associer  à  la  condition  (2)  une  deuxième 
condition  analogue,  exprimant  que  la  masse  du  fluide  1  ne  varie  pas 
et  la  méthode  exposée  au  paragraphe  précédent  ne  peut  plus  servir. 

Il  est,  toutefois,  un  cas  important  où  la  méthode  précédente  demeure 
applicable  à  un  corps  solide  qui  flotte  à  la  surface  de  séparation  de 
deux  fluides;  c'est  le  cas  où  ces  deux  fluides  sont  homogènes  et  incom- 
pressibles; dans  ce  cas,  en  effet,  la  condition  (2)  revient  à  exprimer 
que  les  divers  déplacements  virtuels  ne  font  pas  varier  le  volume 
occupé  par  le  fluide  2;  mais  l'invariabilité  de  ce  volume  assure  l'in- 
variabilité du  volume  occupé  par  le  fluide  1  et,  partant,  l'invariabilité 
de  la  masse  de  ce  fluide.  I  ne  seule  condition  est  donc  imposée  aux 
déplacements  virtuels  de  la  masse  fluide  et  le  déplacement  associé  à 
un  déplacement  virtuel  du  solide  peut  être  déterminé  comme  dans  Je 
cas  précédent. 

L'égalité  (12)  est  remplacée,  ici,  par 

.    £  N  rp, (  a\  of '-+-  a',  04.  _|_  a\  0/1  _|_  b\  0/  -+-  l>[,  8/M  -+-  b\  on  )- 

(10)  t    —   —  — yi — - = > 

J&t.    dn> 

avec 

I  a\  —  !    cos(N,  x)dSi3,  a[,  =  ...,         a'3  = 

1  'As., 

j  b\  =jf  [rcos(\,  -)  -  scos(N,y)]<fëî3,         b't  =  ...,         b\  = 
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Dans  ces  expressions,  les  deux  surfaces  S.,,  S,3  ne  jouent  pas  mi 
rôle  symétrique.  On  peul  faire  disparaître  cel  inconvénient.  Soil 
S',,  la  flottaison,  c'est-à-dire  le  prolongement  analytique  de  la  sur- 
face S, 3  à  L'intérieur  du  solide;  suii  n\  la  normale  à  cette  surface 
dirigée  dans  le  même  sens  que  //,  ;  nous  pourrons  écrire 


(17  ôw) 


l  a,  =  —  /   cos(  //,.  x  <>!>,,■ 
bis)\ 


a.,      .... 


f  b\  ——  !   [ycos(n\,z)  —  zcos(n\,y)\dS'ti,         !>.,  =  ....         b\ 


Pour  que  V équilibre  d'un  corps  solide  /lutin ni  ù  In  surface  de 
séparation  de  deux  fluides  incompressibles  1  et  2  soit  un  équilibre 
stable,  il  faut  et  il  suffit: 

1"  Qu'en  tout  point  de  la  surface  de  séparation,  lu  direction  de 
la  force  passe  du  fluide  moins  dense  au  fluide  plus  dense; 

■i°  Que  la  forme  quadratique  en8f,Bg ,Sh,ol,8m,$n  ( ?%  p'T'-t-  Q  ) 
soit  une  forme  définie  positive. 


111. 


La  méthode  exposée  au  §  I  s'étend  au  cas  où  le  solide  3  qui  flotte 
à  la  surface  de  séparation  du  fluide  compressible  2  et  du  vide  1  porte 


un  chargement  liquide   'i,  compressible  suivant  une  loi  quelconque 
I  )an-  ce  cas,  pour  que  1  équilibre  du  système  soit  stable  il  faut  et  il 
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suffit  que  l'on  ail  ('  ),  pour  tout  déplacement  virtuel, 


<<?: 


,/\ 


(i8)j  +p,  I   ~  |  cos  (n,,x)  !>.<•  +  co.s(//,,r  )D>'+cos(«,,;)D;  |»dS„ 

+  P<  /   ^[cos(ft"»a7)Dar  +  cos(n1,7)Dx+cos(n1,3)Ds]3rfSM+R>o, 

K  étant  une  forme  quadratique  on 

o/\      og,      o//,      o/,      0///,      0/?. 

Les  modifications  virtuelles  du  système  sont  assujetties  aux  deux 
conditions 

p ,  /        |  cos ( //,.<• ) Dr  +  cos (n , ,y) D>-  -+-  cos (n ,,z) Dr] ^/S , 2 

-  /    p,  [cos(  \,  .r)\.r  -f-  cos( '.\,i)-_)A>-  +  cos(N,  z)Az]dSi3 

-f-  f  o?.2ch2  =  o, 

p4  ^        [cos(//,,a-)D.r+ cos(«l,_)-;Dj'H- cos(//,.r)Dr]f/S14 

-  j    p,[cos(  N,  x)l.v  +  cos(N,  j-)A>-+  cos(N,  z)As]dSS4 

+  /  opidi-,,  =  o. 


•  19) 


I  les  deux  conditions  permettent  de   définir  un   déplacement    des 
fluides  associes  à  un  déplacement  virtuel  quelconque  du  solide. 


1  ')  Sur  la  stabilité  d'un  /nuire  qui  porte  du  lest  liquide  {  Journal  de  Mtt- 
t/iématiques,  5e  série,  t.  II,  j>.  23;  1896). 
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Posons,  en  toul  point  du  fluide  ■_>, 


i"  ' 


(20) 


dp,  =    . 


0 

du. 


en  tout  point  de  la  surface  S,,, 

(21)       cos(  nnx)dx  -+-  cos<  n,,y)dy  ■+■  m<{  «,,  _-  \<l- 

en  tout  point  du  fluide  (. 

en  tout  point  de  la  surface  S, ,, 

(23)       cos(x,,  x)dx  -h  cos(xn y)dy  -h  cos(xn  z)dz  ■.        '   ■ 

0,  r]  étant  deux  fonctions  de  of,  8g,  o//,  o/,  om,  §n  linéaires,  homo- 
gènes, à  coefficients  constants,  que  déterminent  les  égalités  i  ig  i. 
0  est  donné  par  les  égalités  (9)  et  (10);  i\  s'exprime  d'une  manière 

analogue  par  les  égalités 

<  <  )  bis  )      ï]  —  y,  If  h-  y 2  Sg"  -f-  Y3  $h  "+"  "A 1  ^  +  ^2  °/H  +  "Aa  °n  • 
/    p.  cos(\,x  )</>.,, 

"  s,. 


in»  A/.v  ) 


/k  dS,A+     I     ..  dvK 

I    p,[ycosl  \.  3  I       scos(  N,y)]dï 

.  '      an,  .  '  dp* 


••,.  •;..  Xa.  '/. .  s'expriment  par  des  égalités  analogues. 
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Pour  mi  tel  déplacement,  on  a 


-+-  pA  f  -5 —  [cos(«n  x)dx-h  cos(n,,y  )dy  +  cos(nn  :)i/:]2  (/S,-, 

(24)      -  s"  "'         ^ 

1  (  f,  c/  -f-  c2  0^'  +  c3  0/1  +  0?,  0/  -h  d.,  àm  -+-  d3  on  )- 

dvt-hpÂ    r^rdS., 


<^?i(?i) 


d?\ 


I   c,  =  ^  p,  cos(N,  .r)f/S;11,  c2  =..., 

jrf,  =jf  P4[r"co8(N,a)  — zcos(N,7)]dS14,  rf,=...,  rf,  = 

On  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  V  équilibre  du  système  soit  stable,  il  faut  et  il  suffit  : 
1"  Que  l'on  ait,  en  tout  point  dujhtidc  1, 

dp*      -    ' 

l'égalité  n'ayant  pas  lieu  à  la  fois  en  tous  les  points  d'un  volume  fini  ; 
•2"   Que  l'on  ait.  en  tout  point  du  /laide  '\, 

dPi    =  °' 

l'égalité  n'ayant  pas  lieu  à  la  fois  en  tous  les  points  d'un  volume  fini; 
i"   Que  l'on  ait,  en  tout  point  des  surfaces  S,„,  S, ., , 

d\  > 
-5—  =0, 

On,  - 

l'égalité  11'  avant  pas  lieu  ci  la  fois  en  tous  les  points  d'une  aire  finie; 


c3=..., 
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V  Que  la/orme  quadratique  en  Sf,  $g,  ï/t.  Bl,  8/n,  Sn, 
T-+-U  +  R 
soit  une  forme  définie  positive. 

<  lette  méthode  s'étend  sans  peine  an  cas  où  l'espace  i ,  au  lieu  d'être 
vide,  est  rempli  par  un  fluide,  à  la  condition  que  les  trois  fluides  i,  ■>. 
et  i  soienl  incompressibles. 

On  peut  ainsi  déterminer  les  conditions  nécessaires  el  suffisantes 
pour  qu'un'navire,  flottant  sur  un  liquide  pesant  el  portanl  un  char- 
gement liquide  pesant,  soit  en  équilibre  stable.  I  ne  règle  (  '  ).  résol- 
\anl  ce  problème,  était  usitée  depuis  plusieurs  années  en  architecture 
navale;  le  raisonnement  dont  on  faisait  usage  pour  établir  cette  règle 
en  justifiait  la  nécessité,  mais  non  la  suffisance.  La  méthode  précé- 
dente démontre  que  cette  règle  est,  pour  la  stabilité  d'équilibre  d'un 
navire,  condition  à  la  fois  nécessaire  et  suffisante,  ainsi  que  nous 
l'avons  indiqué  ailleurs  (2 ). 


(')  E.  Giyoc.  Théorie  du  Navire,  p.  120.  —   Poli.ard  et  Dudeboot,    Théorie 
du  t\ avire,  t.  II,  p.  54- 

('-)  Bulletin  de  l'  Issocialion  technique  maritime.  n°7,  session  'le  iSi,ii,  p.  ',,;. 


Journ.  de  Afath.  (5'  série) ,  tome  III    -   Fasc.  I\  .   1  -  .; 
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Quelques  propriétés  des  surfaces  moulures; 
Par  M.  Gehimaxo  PIKOAHIM. 


I. 

Lorsqu'on  doit  considérer  une  ligne  quelconque  L,  on  désignera 
par 

(cosa,  cosB, cosy),    (cosX,  cosu.,  cosv),    (oos/,  cos/«,  cos«),   p,    /■.  s 

les  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la  aormale  principale,  de  la 
binormale,  Le  rayon  de  courbure,  celui  de  torsion  et  l'arc. 

Les  surfaces  que  l'illustre  Monge  a  nommées  moulures  sont  engen- 
drées par  une  ligne  plane  A  (profil)  dont  le  plan  roule,  sans  glisser, 
sur  une  surface  développable  quelconque  1 1  développable  directrice  ». 
Voici  une  autre  génération  remarquable  de  ces  surfaces. 

Ouc  l'on  prenne  sur  chaque  plan  rectifianl  d'une  ligne  arbitraire  I. 
un  point  M  i  :.  /,.  '-'  I  el  soient 

A  le  lieu  de  \l. 

\  i  /•.  r.  s  )  un  point  quelconque  de  I.. 
/  la  distance  Wl. 
0  L'inclinaison  île  AM  sur  la  tangente  de  L. 

<  >n  a  é\  idemmenl 

'%  =  /■  h  /(cosOcosa   -   sinO  cos/),  .... 
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d'où 

tt  =  (i  +  '  cos6  —  /suiO  0  )cosa  -+-  f  [  — 1 —    cosA 

-4-  (/'  sinO  -t-  /eosQ  0  )  cosl 

a  étant  L'arc  de  A.  A  t'aide  de  ces  formules  on  trouve  que  les  condi- 
tions 

7  Vcosa=o,  7  --Ieos/=o, 

exprimant  que  A  est  une  trajectoire  orthogonale  des  plans  rectifiants 
de  L,  deviennent 

(7cosQ)+i  =  o,  (/sinO)=o, 

d'où,  par  intégration, 

(i)  /cosO  =  « —  s,  /sinO  =  />, 

'/  el  h  étant  des  constantes. 

Si  Ton  porte  les  plans  rectiGants  de  L  et  les  points  M  qu'ils  con- 
tiennent sur  le  plan  rectifiant  initial  (  le  plan  rectifiant  en  A  ).  les  points 
M  vont  se  ranger,  sur  ce  plan,  suivant  une  ligne  L0  dont  l'équation  en 

coordonnées  polaires  /,  0  est 

/siuO  =  b. 

Cette  ligne  L0  est  donc  une  droite  parallèle  à  la  tangente  de  L  en  A. 
Et  puisque;  en  désignant  par  dsa  la  distance  de  deux  points  consé- 
cutifs de  1>„.  on  a.  en  vertu  des  égalités  (i  ), 

on  déduit 

</.%■„  =  ds. 
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(  le  résultat  nous  donne  la  génération  suivante  : 

Soient  (  '•  une  ligne  quelconque  tracée  sur  un  plan  I',  I!  une  droite 
de  V  et  A  un  point  de  lî.  Que  l'on  déplace  le  plan  V  de  façon  qu'il 
soit  toujours  le  plan  rectifiant  d'une  ligne  arbitraire  L,  lundis  une 
l<"  point  A  glisse  sur  la  ligne  L  et  la  droite  lî  demeure  tangente  à 
cette  courbe. 

Si,  pendant  le  mouvement  du  plan  P,  on  fait  glisser  la  courbe  <  ! 
sur  ce  plan .  parallèlement  à  la  droite  lî,  avec  une  vitesse  égale  à 
celle  du  point  A,  la  courbe  (1  engendre  une  surface  moulure  duut 

elle  est  le  profil . 

Si  Le  plan  P  esl  assujetti  à  la  condition  de  rester,  pendant  le  mou- 
vement, le  plan  normal  ou  bien  le  plan  osculateur  d'une  ligne  l>,  on  a, 
dans  le  premier  cas,  la  génération  que  j'ai  étudiée  dans  une  autre 
occasion  (  '  ),  et,  dans  le  deuxième  cas,  on  trouve  que  le  problème  esl 
réduit  à  l'intégration  des  équations  suivantes  : 

(/cosOy  —  -(/sinO)  +  i  =  o,  (/sinQ)'-H  -(tcosO)  =o. 

Sur  une  surface  moulure  on  ne  peut  avoir  qu'une  seule  trajec- 
toire orthogonale  des  profils  qui  soit  à  courbure  constante,  ou  bien 
à  torsion  constante . 

i°  Si,  en  effet,  T  etT,  sont  deux  trajectoires  à  courbure  constante, 
les  lignes  /,  /,,  lieux  des  centres  de  courbure  de  T  el  T,,  son!  aussi  à 
courbure  constante  et,  conséquemment,  elles  coïncidenl  avec  l'arête 
de  relirousscnicnl  de  la  développable  directrice  E ;  ce  qui  ne  peut  pas 
arriver. 

•2°  Supposons  que  les  trajectoires  T,  T,  soient  à  torsion  constante 
■      i 
m    n 

(  )n  a  c\  idemmenl 

ils        ds,  ds        ds,  ,.    ,  «  ,  "    / 

—  =  — -,        —  =  —  ,        a  ou        s,  =  —  s,         ils,  =      as. 


(')  Voir  Suite  superficie  modanate  [.lieu  nul  de  M.  Baltaglini,  [892  1. 
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Va  puisque,  en  désignant  par  p0  le  rayon  de  courbure  de  l'arête  di 
rebroussemenl  de  I,  on  a 


=  p  +  râ(rl)  = 


d  (      do,\ 

il  suit 

p  +  nt-ç,"  =  —  (p  +  w2p"). 

i  )n  a  donc  ///  =  //,  et  conséqùemment 

/■,  =  /=  m,  p,  =  p,  ds,  =  r/.f, 

ce  qui  démontre  l'identité  des  lignes T,  T,. 

Des  considérations  géométriques  assez  simples  démontrent  que  ce 
résultai  est  absurde. 

Les  propriétés  qu'on  vient  d'énoncer  sont  donc  démontrées. 

II. 

Soient  ç,  'Ç  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  profil  par 
rapport  à  un  système  d'axes  coordonnés  £2(H,  £).  Dans  le  roulement 
du  plan  de  A  sur  la  surface  développable  £,  l'axe  £2£  enveloppe,  sur 
relie  surface,  une  ligne  géodésique  L.  lui  désignant  par  .'-.  y,  :  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  I.,  el  par  \,  Y,  Z  celles  d'un 
point  de  la  surface  engendrée  S,  on  a 

i  X.  =  x  —  ( \  -+-  si)  cos 0L-h'Çcos/, 
{■2)  Y  =  _}-—(•:+. s- 1)  cos  £  -t-Ç  cos/», 

'  Z  —  z  —  (  ;  -f-  .s  i  )  cos  y  -i-  Ç  cos  // . 

Si  doue  la  surface  moulure  S  doit  passer  par  la  ligne 
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(  /  paramètre  quelconque  ),  on  doit  avoir 

i    ç  =—  —(.  /-,  —  ./)  cos  y.  —  s,  yj  =  2  (x,  —  a:)  cos/, 

(3) 

'  -<,'',  —  00  )  COS  A  =  (>. 

Et  puisque,  à  l'aide  de  la  troisième  équation  (3),  on  peul  éliminai 
un  des  paramètres  /,  s,  il  suil  que  : 

Si  l'un  donne  une  surface  développable  quelconque  —  et  une  ligne 
à  double  couj'burelj,,  on  peut,  en  général,  conduire  par  celle  ligne 
une  seule  surface  moulure  ayant  —pour  développable  directrice, 
(jii  bien  nu  nombre  fini  île  ces  surfaces. 

Lorsque  la  développable  X  se  réduil  à  un  cylindre,  on  [nul  prendre 
une  de  ses  sections  droites  pour  ligne  géodésique  L.  Si  donc  les  géné- 
ratrices du  cylindre  sont  parallèles  à  Taxe  des  ;.  il  suffit  de  faire  dans 
les  formules  précédentes 

cos/  =  o,         cosrn  =  o,         cos//  =  i  ;         cos^  =  <>  ; 
cosX  =  —  cos[3,  cos(ji  =  cosa,  cosv  =  o;         ;  =  o. 

Exemples  : 

i"  Faire  passer  une  surface  moulure  par  une  droite,  la  déve- 
loppable directrice  étant  quelconque. 

En  supposant  la  droite  parallèle  au  plan  x  =  o  et  inclinée  de  l'angle  0 
sur  Taxe  des  r.  on  a 

x,  =  a,        y,  =  t  sinO,         z,  =  /cosO. 
et  la  troisième  équation  (  '■>)  donne 

(X  —  rt)  COsX  H-JCOSÇJ.  -t-s  COSV 

sinfi  cosu.  -+-  cos  8  cosv 
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Pour  définir  le  profil  A,  on  a  donc  les  équations 

,  ,  /  (.*•  —  rt)cosX-H  y  cos|jl-h;  cosv    .     ,\  r 

;=     (x  —  a)cosaL-h[y  — ^ 7 5 smO    cosp 

J  W  sin8  cos;a  -1-  cosO  cosv  /  > 

/  (x —  «)cosX  +  y  COSU.+ c  cosv         ,A 

+  (  Z  — ^r Ç COS'J      COSV  —  S, 

\  sinO  cos^j. -H  cosO  cosv  J  ' 

.         ,        /          (jb  — a)cosX-i-y cosjA-i-zcosv    .     r\ 
Y\  =  —  (x  —  a)cosl  —    y  — =-^ ! h sm  ,J    eos/» 

'  \-  sinfi  cos|ji  4- cos6  cosv  / 

(.r  —  «)cosX  +  y  cosa  +  ;  cosv  ,\ 

— ^- - Ç—  cosolcosn. 

SlIlO  C0S|A  -+-  cosO  cosv  / 

La  courbe  A  déterminée,  le  problème  est  à  considérer  comme  ré- 
solu. 

20  Faire  passer  une  surface  moulure,  dont  la  développable  di- 
rectrice -  est  à  cône  directeur  de  révolution,  par  une  ligne  quel- 
conque placée  sur  un  plan  parallèle  à  l'axe  du  cô/tc. 

L'arête  de  rebroussement  de  2  est  une  hélice  que  nous  supposons 
tracée  sur  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Taxe  des  z; 
supposons  la  ligne  L,  dans  le  plan  coordonné  y  =  o  et  soit 

son  équation.   Puisque  y,  =  o,  cosv  =  o,  la  troisième  équation  (3) 

donne 

x  cosX  -+-  y  cosa 

/'     =    é < 

'    '  cosX 

el  les  équations  qui  définissent  le  profil  A  deviennent 

r  _  _  co»H.cosa—  cosXeosft         ,\  ,  /  j- cosl  -+-  jces^Xl  _ 

cosX  J^        l"       ■'  \  cosX  )\       '  ' 

y  _        cosjjlcos^  — cosXcos/«       T_  _    - /,r  cosX  +  y  cosi-iAl 

cosX  y         y         ■'  \  cosX  /J 

Cela  suffit  à  la  solution  du  problème. 

Le  problème  de  construire  une  surface  moulure  passant  par  une 


QUELQUES    PROPRIETES    DES    SURFACES     MOULURES.  (Il 

ligne  connue  L,  lorsqu'on  donne  les  normales  de  la  surface  le  long  de 
cette  ligne,  esl  indéterminé,  si  on  laisse  tout  à  fail  arbitraire  la  déve- 
loppante directrice  1.  L'indétermination  peul  disparaître,  en  posanl 
des  conditions  pour  cette  développante. 

Supposons  que  la  développable  2  soit,  par  exemple,  un  cylindre  i  non 
donné  a  priori)  et  que  1rs  normales  à  la  surface  le  long  de  la  ligne 
L,  (a;,,  y,,  ;   )  soient  définies  par  leurs  cosinus  directeurs  cosA,  cosB, 

CQS  <  '.. 

Sur  ces  droites  prenons,  à  partir  de  L,,  des  distances  II  el  soil 
L0i  r„.  y0,  -„  i  le  lieu  des  extrémités.  <  >n  a 

',—  HcosA,         v„      y,  hHcosB,         s0  =  z,  -+-  HcosC, 

et,  puisque  1rs  cosinus  directeurs  des  normales  au  cylindre  S,  pro- 
jetant L0  sur  le  plan  ;  =  o,  sont  proportionnels  aux  quantités 

cosp\   h  H'cosB-t-H(cosB)',     —  [cosa, -4-H'cosA~kH(cosA)'],     o, 

la  condition  pour  qui.'  le  cylindre  I  soit  tangent  à  la  surface  lieu  des 
normales  données  est  exprimée  par  l'équation 

[cos(3<   i-H'cosB    -H(cosB)']  cosA 

|  cosa,  J   II  eus  A  -+-  H(cos  \  i  |  cosB  =  o, 


d'où  l'on  déduit 


II 


,   ,      cosB       cosp,cosA 
cosA  cos(B)'  —  cosB  i  cos  \ 


La  distance  II  connue,  on  peut  construire  la  ligne  Lc  el  conséquem- 
menl  le  cylindre  1;  après  cela,  rien  ne  s'oppose  à  la  solution  complète 
<lu  problème. 

Supposons  (jin-  la  ligne  L,  soit  une  géodésique  de  lu  surface.  - 
Dans  ce  cas.  les  normales  de  la  surface  le  long  de  I..  coïncidenl  avec 
lr>  normales  principales  de  L(.  <  >n  a  donc 

cosA  =  cosAn         cosB  =  cosp.,,         cosC      cosv, 

Joum.  de  Math.  (V  série),  tome  III.         Fasi     IV  .  1897.  '  ' 


4l2  G.    PIRONDINI. 

et 

jj  _  cos/i, 


■  cos-(, 


Supposons  que  la  ligne  L,  soit  une  asymptotique  de  la  surface. 
—  Les  normales  de  la  surface  le  long  de  L,  doivent  coïncider  avec  les 
binormales  de  L,.  On  a  donc 

cosA  =  cos/,,         cosB  =  cos/^,,         cosC  =  cos/>, 
et 

TT    _     /-|COSV| 

cosy, 


111. 


Si  l'on   désigne  par  d\  la  dislance  entre  deux  points  infiniment 
rapprochés  d'une  surface  moulure,  on  déduit  des  équations  (2) 

La  courbure   géodésique  des  trajectoires  orthogonales  des  profils 
(  a  =  consl.  )  est  donc  donnée  par  la  formule 


(4) 


i-hs 
P 


A  partir  d'un  point  quelconque  À  de  la  surface,  menons  la  perpen- 
diculaire AB  sur  l'axe  instantané  de  rotation  MN  el  la  normale  AC 

de  la  surface.  Puisque  la  droite  MN  coupe  la  ligne  L  sous  un  angle 

dont  la  tangente  trigonométrique  est  -■>  car  elle  est  la  droite  rectifiante 


QUELQUES    PROPRIÉTÉS    DES    SURFACES    MOULURES.  jl    1 

de  L,  (.n  a  pour  rayon  de  courbure  pa  de  la  trajectoire 

?(J  =  AB  =  — ? L 

Cette  formule  et  l'autre  <  \)  donnent 

coss  =  cosACIJ  =  — -, —         • 


Si  donc  Wr:  et  Rs  sont  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  sur- 
face moulure,  on  trouve 


sin; 

P            '' 

p    '  '• 

R,=  * 

/73Ï 

"  =F 

Lorsque  la  développable  directrice  est  un  cylindre,  on  a  -  =  o   et 
conséquemment 

(5)  K  =  ^>      R,  =  j£- 

Il  suit  que  la  courbure  K  de  la  surface  est  donnée  de  la  manière 
suivante 

-.  •+■  s 

Si.  par  exemple,  la  courbure  de  la  surface  esl  proportionnelle  à  la 
courbure  ^ des  trajectoires  orthogonales  des  profils,  on  doit  avoir 

\"  =  ,/.  d'où  il  suit 


/i  —  b*       ^b 

?p  =  y  —* —  a  T 


On  voit  d'ici  que  :  Le  profil  est  ///"■  cycloïde  <lmii  lu  base  est  /"/■ 
rallèle  aux  génératrices  du  cylindre  directeur. 


I  I    I  G.     PlIÎONDINl. 

Si  1  on   remarque  que  la  courbure  géodésique  K,  des  trajectoires 
orthogonales  des  profils  est,  à  cause  de  l'égalité  (  j  i, 

K  =  F7-.' 


Le  rapport  g-  ne  dépend  donc  nullement  de  la  nature  du  cylindre 

directeur.  Si  donc  on  rappelle  cpie  sur  la  pseudo-sphère  la  courbure 
totale  et  la  courbure  géodésique  des  parallèles  sont  des  constantes,  on 
déduit  : 

Dans  la  surface  mouture  à  développable  directrice  cylindrique 
dont  le  profil  est  une  tractrice  ayant  l'asymptote  parallèle  aux  gé- 
nératrices du  cylindre,  le  rapport  de  la  courbure  de  la  surf  are  à 
la  courbure  géodésique  des  trajectoires  orthogonales  des  profils  est 

une  constante. 

Le  théorème  subsiste  aussi  lorsque  la  surface  moulure  se  réduit  à 
une  surface  de  révolution. 

Soil  L  une  ligne  quelconque  tracée  sur  une  surface  moulure  à  dé- 
veloppable directrice  cylindrique,  dont  le  profil  n'est  pas  circulaire. 

Tout  le  long  de  cette  ligne  L  il  subsiste  une  certaine  relation  entre 
les  quantités  s,  ?,  Rs,  R^  et  les  dérivées  de  Rs,  R^  par  rapport  à  s  et  g. 
Mais  puisque,  en  vertu  des  équations  (5),  on  a 

R,  =/<»,         R5  =  ?(<r)  +  .9  •],(*), 

/(cr),   ç(  u  i  cl   }(  7  }  étant  des  fonctions  de  c,  on  trouve  cpie  les  déri- 
vées de  Rj  et  Rff  différentes  de  zéro  et  les  arcs  s,  a  sont  exprimables  par 
des  fonctions  en  termes  finis  des  rayons  R„  R,j. 
(  lela  conduit  au  théorème  remarquable  suivant  : 

Quelle  que.  -suit  la  ligne  qu'on  trace  sur  une  surface  moulure  à 
développable  directrice  cylindrique  et  à  profil  non  circulaire,  les 
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rayons  de  courbure  principaux  de  lu  surface  vérifient,  tout  le  long 
de  cette  ligne,  une  même  relation  finie. 

Remarque.  —  Lorsque  le  profil  rsi  circulaire,   Loute  relation  en 
termes  Bnis  entre  11,  el  R„  revienl  à  la  relation  unique  II-  =  consl , 


IV. 

Il  u'\  a  aucune  surface  moulure  dans  laquelle  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  soient  liés  par  une  même  relation  finie,  dans  Imite 
l'étendue  de  la  surface.  I  ne  telle  relation  ne  peul  donc  être  vérifiée 
que  dans  une  suite  de  points  constituant  une  ligne. 

Supposons  que  le  profil  de  la  surface  moulure  soil  la  ligne 

.6)  g  =/<!:) 

et  que  la  section  droite  du  cylindre  directeur  soit  représentée  par  le> 
équations 

ou  bien  par  l'équation 

(7)  R=R(*), 

en  coordonnées  li.  s. 

Puisque  des  équations  (5)  on  déduit 


on  voit  que  la  ligne  L  de  la  surface,  le  long  de  laquelle  les  rayons  di 
courbure  sont  liés  par  la  relation 

(8)  li,       /«li,». 


'|l6  G.     PIRONDINI. 

est  définie  par  les  équations  suivantes 


x=t[c/©-s]-c/©f[p/(f)-ï} 

y=^'/(fHH*/(fM^H]' 


z  =  :. 


Que  Ton  fasse  tourner  cette  ligne  autour  de  l'axe  des  z,  et  l'on  en- 
gendre une  surface  de  révolution  S  ayant  pour  ligne  méridienne  la 
courbe 


(9)  *.  =  v/R'f'/(F)-5]+^"/"(f) 

En  remarquant  cjue 

C  _[n-V»(C)]*  r,_rfÇ__tfÇ 


X*(Ç) 


v/rf|!-+-rfç2      v'i  +  >-'2(0 


on  obtient 


(10) 


Après  avoir  posé 
(ii) 
l'équation  (in)  donne 


i-hX'Vs,)- 


„  =  y ( 


(12) 


'      .     fi  [*i  +  V'(s.)*l 
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I  ('ailleurs  on  a 

>•"(?)         ~         X'U) 
et,  conséquemment, 

ri3)  K  -  /■|i"|-«-x"(gt)]|i 

<  )n  peul  donc  énoncer  le  théorème  : 

S/  le  profil  de  la  surface  moulure  et  lu  section  droite  du  cylindre 
directeur  sont  représentés  par  les  équations  l  6  I,  (7)  : 

1"  La  ligne  L  le  long  de  laquelle  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux vérifient  lu  relation  <  8)  s'obtient  en  coupant  la  surface  don- 
née par  la  surf  ace  de  révolution  S  dont  la  ligne  méridienne  est  la 
courbe  (10). 

20  La  sui/'a<e  de  révolution  S  dont  la  ligne  méridienne  est  la 
courbe  (11)  coupe  la  surface  suivant  une  ligne  L,  le  long  de  la- 
quelle les  rayons  \\5,  II,  vérifient  la  relation  finie  qu'on  obtient  en 
éliminant  z„  entre  les  équations  (12),  (r3). 

Exemples  : 

i°  En  supposant  que  le  profil  de  la  surface  moulure  soil  un  cercle 
de  rayon  ni,  que  le  long  de  la  ligne  L  soit  vérifiée  la  relation  1!,  =  k 
et  que  la  section  droite  du  cylindre  directeur  soil  une  spirale  loga- 
rithmique (R  =  as)  ou  bien  un  cercle  (R  =  a),  on  trouve  <|uc  la 
courbe  L  s'obtient  en  coupant  la  surface  par  les  ellipsoïdes  ayanl 
pour  lignes  méridiennes  respectivement  les  ellipses 

i_  £i  —  ,  fs _| £» —  1  • 

2     ^        .,,!     '  ,.J  11        '        .,,2  ' 


«■(*-,»)•+*'         in'-  a.        L  ..>; 

2"  Supposons  que  le  profil  de  la  surface  moulure  soil  \\\w  parabo 
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que  la  section  droite  du  cylindre  directeur  soit  une  spirale  logarith- 
mique (  Il  =  s  cos  /),  et  que  la  surface  de  révolution  S  coupant  la  surface 
moulure  soit  une  sphère  \x0  =  '|(-0)  =  \/m-  —  z\\. 
L'équation  (i3),  résolue  par  rapport  à  (-,,),  donne 


a  4    //2^i 
2  V 


et  conséquemment,  le  long  de  la  ligne  d'intersection  L,  les  rayons  de 
courbure  principaux  vérifient  la  relation 


tiffl'-. 


[-.TÏ-Î^)']'-"-»» 


aR 


L'équation  (12),  résolue  par  rapport  à  R,  donne 

('«  R  =  V/+,^)-7TI^/4£ldW}2]' 

et,  dans  ce  cas,  on  a 

c'est-à-dire 

(,5) 


[i  +  X'^o)]1 


f\ 


X'(«.) 


X(z.). 


D'ailleurs  l'équation  (u),  en  vertu  des  égalités  (9),  peut  s'écrire 


(.6)         y/R,[e/({£)-ç]+cv*(F)=«K': 


On  a  donc  le  théorème  : 

.S'/  en  coupant  une  surface  moulure  par  la  surface  de  révolution  S 
dont  la  li une  méridienne  est  la  courbe  (11),  on  obtient  une  ligne  L 
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le  long  de  laquelle  les  rayons  de  courbure  li,,  lt^  vérifient  lu  rela- 
tion (  8)  : 

i"  Lorsque  le  profil  de  la  surface  est  la  courbe  (6),  A/  section 
<lrni le  du  cylindre  directeur  est  représentée  (en  coordonnées  I!,  s) 
/)<■//■  l'équation  qu'on  obtient  en  éliminant  s„  enJre  /'-.s-  équations 
(i4),(i5). 

a"  Lorsque  la  section  droite  du  cylindre  directeur  est  la  courbe 
i  7  |,  /«•  profil  de  lu  surface  moulure  est  représente  par  l'(:qi/(/ti<>// 
différentielle  (16). 

Exemples  : 

i°  Supposons  que  le  profil  de  La  surface  moulure  soii  circulaire 

[?  =  A(r)  =  v^^J. 

que  la  surface  de  révolution  S  coupanl  la  surface  moulure  soit  du 
deuxième  ordre  \x  =  *|i(s0)  =  da.z\  -jr  (3J,  et  que  tout  le  long  de  la 
ligne  d'intersection  L  soit  vérifiée  la  relation  Ii^  =  k. 

<  )ii  trouve  que  la  section  droite  du  cylindre  directeur  esl  la  courbe 
représentée  par  l'équation 


R  =  i/aw2-hp 


%  inr  -+■  k1 


La  surface  du  deuxième  ordre  se  réduit  à  un  cylindre  ou  bien  à  un 
cône  lorsqu'on  a  respectivement 

a  =  o,         (3  =  a2  ;         a  =  A-,         [3  =  o, 
a  et  frétant  des  constantes.  Dans  ces  cas,  on  a 


/.-  ,  ,,        .   //•.      .        b*mr-t-  k'-    ., 

R  =  \/  rt"  -  (*=7^*  '        R  =  V      ""  "  TF^i 

Journ.  de  Math.  (  V   série),  tome  III.  -  Fasc.  I\.   1897.  '  I 
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et  conséquemment  le  cylindre  directeur  a  pour  section  droite  une  épi- 
cycloïde  (  '  ). 

2"  Supposons  que  le  cylindre  directeur  soit  circulaire  (R  =  a  ),  que 
la  surface  de  révolution  s  soit  une  hyperboloïde  à  une  nappe 

el  que  tout  le  long  de  la  ligne  d'intersection  L  soit  vérifiée  la  relation 
Ra=k. 

On  trouve  cpie  le  profil  de  la  surface  moulure  est  la  courbe  définie 
par  l'équation 

c  étant  une  constante  arbitraire. 
Pour  pa  =  a2,  on  obtient 

a 

C  =  —  ek    , 

2  2 

équation  qui  représente  une  tractrice  dont  l'asymptote  est  perpendi- 
culaire aux  génératrices  du  cylindre  directeur. 


V. 

Je  vais  démontrer  nue  propriété  remarquable  des  surfaces  moulures 
à  développable  directrice  cylindrique. 

Soit  L  une  ligne  à  double  courbure,  représentée  par  les  équations 

(17)  .r  =  Rcosw,         y  =  Rsin«,         s  =  U 

(  R  et  \  étant  des  fonctions  de  «);'  À  la  projection  de  L  sur  le  plan 
:  =  oct  M  la  ligne  méridienne  de  la  surface  de  révolution  engendrée 
par  la  courbe  L  tournant  autour  de  l'axe  des  z. 

(')  Voir  Sur  les  lignes  sphériqties,  %  G  (Jornal  de  scîèncias  mathematicas  e 
astronomicas  :  1889). 
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Soienl  i  et  w  les  inclinaisons  de  I.  sur  ta  méridienne  M  et  sur  l'axe 
de  la  surface  de  révolution,  0  l'inclinaison  de  A  sur  les  rayons  vec- 
teurs I!  issus  de  l'origine  ri  n  l'arc  de  A. 

On  a 


•  •i  puisque 


il  résulte 


'/Il  V2         .,.,  ,  du  ,"- 


d\\  ,.  du  du  ds  du       i 

— -  =  eus  0  ;  =  =         _ 

a<s  as         ds  il-        ds  sin< 


(18)  R-j-  =  sinO  sinco. 

ds 

<  >r,  les  équations  (17)  donnent 


du 

on  a  donc 


fe  =vR*-k-R'*  +  1  .'a: 


R  _  „  du 


V/R--    i;         I    '  ds 

(  lette  équation  èl  1  18)  donnent 

I  19)  sim  =  sin9  sinw. 

lui  remarquant  qu'une  surface  moulure,  dont  la  développable 
directrice  est  un  cylindre,  peut  être  considérée  comme  l'ensemble 
d'une  infinité  de  bandes  infiniment  petites  de  surfaces  de  révolution 
ayant  pour  ligne  méridienne  le  profil  et  pour  axes  les  génératrices  du 
cylindre,  l'équation  (19)  donne  lieu  au  théorème  suivant  : 

Si  sur  une  surface  moulure,  dont  la  développable  directrice,  est 
un  cylindre  Iv,  on  trace  une  ligne  quelconque  L,  entre  les  angles  1 
et  (<>  >/uc  L  forme  avec  le  profil  et  les  génératrices  du  cylindre  l\. 
et  l'angle  0  que  la  projection  A  de  L  sur  le  plan  d'une  .sec//,,// 

droite  du  cylindre  forme  avec  les  tangentes  de  celte  section,  a  lieu 
la  relation  (  M)  ). 
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Ce  théorème  pourrait  être  le  point  de  départ  pour  une  construction 
géométrique  simple  d'une  loxodroinie  de  la  surface  moulure.  En  re- 
marquant que  les  conditions  co  =  const.,  i=  const.  entraînent  l'autre 

0  =  const.,  «m  a 

//  y  a  seulement  un  cas  dans  lequel  la  ligne  d'intersection  d'une 
surface  de  révolution  avec  un  cylindre,  dont  les  générait  ices  sont 
parallèles  à  l'axe,  est  une  Indice  du  cylindre  cl  une  loxodroinie  de 
la  sur  face  ;  c'est  le  cas  de  l'hélice  cylindro-conique  ordinaire. 
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Etude  sur  tes  intégrales  d' un  systemedes  équations  différentielles 
aux  dérivées  partielles  de  plusieurs  fonctions  inconnues; 


Par  M.  l\.  SALTVKOW 


I.  Soient  :-,i  :--2i  ■••)  :u  des  fonctions  de  variables  indépendantes 
./,',,  ./.-,,  . ..,  xm+p. 

Le  système  d'équations  différentielles  que  je  veux  étudier  ici  esl  de 
la  forme 

[  (A  =  i,  2,  . ..,-  /»;  f  =  i ,  2 «), 

X*,  X'"'  étant  des  fonctions  de  toutes  les  variables  x  el  s.  L'indice  d 
e>i  un  nombre  entier  quelconque.  Si  p  =  o  nous  y  comprendrons  le 
cas  où  tontes  les  fonctions  XA  s'annulent,  le  systè (  i  )  étant 

-^.  —  X/"'=  o  Ch  =  1,2 ///:   V  =  T,  2 «). 

<■)■<■/, 

Il  esl  aisé  d'intégrer  ce  dernier  système  si  les  fonctions  \ "'  satisfonl 
à  certaines  conditions.  Mais  nous  ne  nous  \  arrêterons  pas.  car  ce 
système  sera  compris  dans  nos  recherches  sur  les  équations  (m. 

I  n  second  cas  particulier  du  système  |  i  >,  correspondant  à  la  valeui 
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///  =  i ,  a  été  intégré  par  Jacobi  (').  Mais  l'illustre  géomètre  n'a  pas 
examiné  le  caractère  des  intégrales  qu'il  avait  obtenues. 

Enfin,  si  n  =  i,  les  équations  (i  )  présentent  un  système  bien  connu 
des  ('([nations  linéaires  aux  dérivées  partielles  d'une  seule  fonction  in- 
connue. 

2.  Supposons  que  le  système  de  //  équations  distinctes  par  rapport 
aux  variables  r 

(  2)  /i(xt,x2,  ...,xm+p,zt,zs,  ...,zn)  =  o         (î=  1,2,  ...,»), 

soit  une  solution  des  équations  (r).  Les  équations  (2),  dérivées  par 
rapport  aux  variables  x,  donneront 

(  3  )  Vl  +  y  ^  ^  -  o 

/  /  \  à  fi        v1  <Vi   àzv 

l'indice  h  prenant  toutes  les  valeurs  de  i  à  m,  k  les  valeurs  de  m  -+-  1 
à  m  -+-  p. 

Multiplions  l'égalité  (  \  )  par  X*  et  sommons  le  résultai  par  rapport 
à  l'indice  k.  En  y  ajoutant  l'égalité  (3),  il  viendra 

,  5  )       Éû  +  "y  \*  &-  ■+-  v  (  ^  +  "y   Y*  ^:\  34  -  o 

<  lomme  en  vertu  des  équations  (2)  on  a  identiquement 


àxh         ~*  ôxi 


'•■  Il  ..  B.1V,  S. 7-9.    Depuis,  M.   Hamburger   est   revenu   deux    fois   aux 
mêmes  équations  (Jour,,.  Crelle,  B.100,  S.4o4;  B.110,  S.  171). 
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les  égalités  i  5  |  de\  iennenl 

\  ;"■    .  "v  xî^L+yx^  =  o 

(  ()  )  .    <>'-,,  —  ■  ,)  ,  ^  ,/: 

I  k  =  ,n   .  1  .         , 

(h  =  i,  2 ///;  i  =  r ,  2,  ....//  i. 

Ainsi,  pour  que  1rs  valeurs  des  fonctions  s  tirées  de  |  2  i  satisfassent 
aux  équations  (i),  il  est  nécessaire  que  les  équations  (6)  soient  des 
conséquences  de  (2). 

.">.  Prenons  donc  le  système  de  m  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  d'une  seule  fonction  /  par  rapport  aux  variables  a 

el   ; 

Y^+  Y  XÎ^+ix^  =  o        (A  =  i,a m). 

/.  =  m  +  1  i>  =  1 

Supposons  que  ce  système  ait  n  intégrales  distinctes  /', ,  f , f 

Nous  niions  montrer  que  les  équations 

(8)  fi=0  ({=1,2 Il  \ 

fournissent  une  solution  des  équations  i  i  i 
En  effet,  on  a 


'IL 


Les  fonctions  /',  étant  des  intégrales  des  équations  |  ~  i,  on  aura  «  1  • 
même 

l^-.+  y  v-''  -v\  "     o. 
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Il  viendra  donc 


2g(fe+2  ^ë-x")  =  "     (••-.».-.-)• 


Le  déterminant  fonctionnel  des  fonctions  f,  par  rapport  aux  va- 
riables s  ne  s'annulant  pas,  il  s'ensuit  que  pour  les  valeurs  des  fonc- 
tions r  tirées  des  équations  (8),  on  a  les  identités 

—  -t-   y    M-r^-  —  -V"'=  <>         (*>  =  i,  2, ....  n;  h  =  1,2, ...,/»). 

*  =  »i-t-l 

4.  Supposons  que  les  fonctions  X*,  X^1'  sont  telles  que  les  ru  équa- 
tions (7)  forment  un  système  jacobien.  Soit  fn  /.,,  ...,fp+n  un  sys- 
tème d'intégrales  distinctes  des  équations  (7),  -,,  -2,  ...,  -„  étant 
des  fonctions  arbitraires  distinctes  de  ces  intégrales.  D'après  le  théo- 
rème démontré  au  numéro  précédent,  les  équations 

Ki(fl,A fp+n)  =  0  (l'=f,2,  ...,«) 

fournissent  une  solution  des  équations  (1). 

//  est  aisé  de  démontrer  que  les  équations  (9)  présentent  la  solu- 
tion la  plus  générale  des  équations  (1).  C'est-à-dire  que  chaque  solu- 
tion 
(10)  zl.=  ^Jxt,.e.,,  ...,.,_■„,_  p)  (c  =  i.2 n) 

des  équations  (1)  <>.?/  contenue  dans  les  formules  (9),  à  condition 
que,  pour  toutes  les  valeurs  de  variables  x  et  z  satisfaisant  aux  re- 
lations (10),  les  fonctions  X*,  X/"'  so/^  holomorplies. 

En  effet,  pour  chaque  valeur  de  l'indice  A,  nous  avons  le  système 
des  identités  suivantes  : 

^+    2    X^-V   =°  (*  =  .,  2,. ..,«), 

*  =  m  + 1 

^i  +  ";  [  xj|£  +  y  &p      (*  =  i,2 |.  +  n), 
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où  les  fonctions  c  sont  remplacées  par  leurs  valeurs  (  ro  i.  En  élimi- 
nant les  //  valeurs  XAv,  v  =  t,  2,  ...,  //,  il  viendra 


(11)      Da?A/,4-   2  X*Dar*/,=  o,         .9  =  1,2,...,/,  +  //. 

*  =  m  +  1 

où  l'on  a 


!)'-•/,/,= 


_  #« 


•J<,; 


1 


d:„  dxs„  ' 


Cela   posé,   éliminons  les  p  valeurs  X*,    A"  =  m  -+-  1 m  -4-  /*, 

entre  les  équations  (1  1).  Leur  nombre  étant  p  -+-  n,  nous  obtiendrons 
11  identités  nouvelles  indépendantes  de  X*.  On  voit  aisément  qu'elles 
sont  de  la  forme  suivante  : 


AA(J=  o, 


P  + 


/' 


les  AAo  étant  des  déterminants  fonctionnels  de/,,/.,,  ...,fp,  fg  par 
rapport  à  xh,  xm+K,  . . .,  xm+p,  en  y  considérant  s,,  s2,  . .  .,  :■„  comme 
des  fonctions  (10)  de  xn  ./■>,  . . .,  xm+p: 


AAo 


Les  identités 


DxAft      Dxm+I/,      ...      l)rm/,/\ 


•  >•'■/,//,     Dow,/,     ...     I  )■'■„,,,/,, 
!>'■/,/;     D^„+l/0     ...     D./W/, 

AA<r  =  »         (7/  =  1,  2 ///  i 


montrent  que  ces  valeurs  des  fonctions/,, /,,  . . . ,  fp,  f„  sont  liées  par 
une  relation.  L'indice  u  prenant  n  valeurs,  on  en  conclul  que  toutes 

les  intégrales  (10)  sont  telles  que,  si  un  les  substitue  dans/,,/3 

fp+n,  les  fonctions  ainsi  obtenues  sont  liées  par  //  relations.  Toutes  ces 
intégrales  sont  donc  fournies  par  les  relations  1  io  t. 

La  démonstration  que  je  viens  d'exposer  ici  revient  à  celle  qui  m'a 
été  indiquée  par  M.  Liapounow  dans  le  cas  d'une  seule  équation 
linéaire  aux  dérivées  partielles  d'une  seule  fonction  inconnue  II  esl 

Journ.  de  Math.  1  '•■  série),  lome  III.  —  Fasc.   i\ 
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évident  que  les  considérations  citées  ne  sont  permises  que  si,  pour 
toutes  les  valeurs  <le  variables  x  et  s  satisfaisant  aux  relations (10  ),  les 
coefficients  XA,  V'"  sont  holomorphes.  En  effet,  si  ce  n'était  pas  le  cas, 
il  pourrait  arriver  que  les  fonctions  /,,  ainsi  que  leurs  dérivées  par- 
tielles par  rapport  aux  variables  x  et  s,  ne  soient  plus  holomorphes 
pour  les  mêmes  valeurs  des  variables.  C'est  alors  cpie  nous  serions  en 
état  de  dire  a  priori  qu'un  ou  plusieurs  déterminants  AAo  pourraient 
devenir  infinis  ou  indéterminés.  De  pareilles  intégrales  (10)  ne  seront 
donc  pas  contenues  dans  les  formules  (9). 
Soit,  par  exemple, 

te  = 1  ■+-  s s.  -  x  •      fy  =  (-3  -  xy)  \'~-<  -  •*•> 

—  =  y,  -.--  =  x  -+-  (s,  —  xy)(x  —  2  \Jz.  —  x  ) 

un  système  de  la  forme  (1).  D'après  la  théorie  exposée,  la  solution 
générale  de  ces  équations  est 

zK  =  x  -t-  \^x  —  C,  tang(C,y  -+-  C2)]% 
z2  =  xy  —  2  C;' séc'J  (  Ç,y  -+-  C2 ), 

C,,  C2  étant  des  constantes  arbitraires.  Evidemment,  elle  ne  contient 
pas  la  solution 

st  =  x,         s3  =  xy, 

les  coefficients  des  équations  proposées  n'étant  plus  holomorphes  au 
voisinage  de  toutes  les  valeurs  des  variables  x  et  z  qui  satisfont  à  ces 
dernières  relations. 

Ees  équations  (1),  dont  la  théorie  vient  d'être  développée  dans  cet 
article,  sont  susceptibles  de  beaucoup  d'applications  dans  l'Analyse 
mathématique.  Nous  en  donnerons  bientôt  quelques  exemples. 
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Sur  les  transformations  infinitésimales  des  équations 
différentielles  ; 

Par  M.   N.    SALTYKOW. 


1.  M.  S.  Lie,  l'auteur  de  la  théorie  îles  transformations  infinitési- 
males des  équations  différentielles,  étudie  les  avantages  (  '  )  qui  se  pré- 
sentent pour  l'intégration  des  équations  différentielles,  si  1rs  transfor- 
mations infinitésimales  qu'elles  admettent  sonl  connues.  Dans  nia 
Note  je  m'occupe  du  calcul  de  ces  transformations  infinitésimales. 

2.  11  est  évident  qu'une  équation  différentielle 

(  i  i  dy  —  \d.r  =  o 

admel  une  transformation  infinitésimale  î.  :X  (  2  >,  où  z  est  une  fonc- 
tion arbitraire  de  ./■.  y.  C'est-à-dire  ;.  y]  étant  une  transformation 
infinitésimale  que  l'équation  (i)  admet,  elle  admettra  de  même  la 
transformation 

o,         s  =  ÇX  — ïj. 


i  '  |    Math,   in.,  Bd,   XI,  S.  }89. 

i  -  i  Jordan,  Course?  tnalyse,  l,  III    | 
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Il  s'ensuit,  pour  avoir  une  transformation  infinitésimale  que  notre 
équation  admet,  qu'il  suffit  de  calculer  la  valeur  d'une  seule  fonction  s, 
dont  la  recherche  revient  à  intégrer  une  équation  différentielle  aux 

dérivées  partielles 


(k>-    '     *  dy        <)y 


+  X- 


\lais  cette  égalité  montre  que  -  est  un  facteur  intégrant  de  l'équa- 
tion (i).  Ainsi  le  calcul  d'une  transformation  infinitésimale  que  l'équa- 
tion (i)  admet  et  la  recherche  de  son  facteur  intégrant  sont  deux  pro- 
blèmes entièrement  équivalents. 

3.   Soil 
(  -2  )  <{.rk  —  V  X'I  dxh  =  0  (/,•  =  /;?.  +  [ m  -t-  n  ). 

6  =  1 

un  système  d'équations  aux  différentielles  totales,  X*  étant  îles  fonc- 
tions de  a?,,  xa,  ...,xm+.n.  Leurs  intégrales  satisfont  aux  équations 
aux  dérivées  partielles 


(3)  x.$=p-+    V   X*^=o         (h 


I  ,  2,  ,  .  ..m), 


formant  un  système  jacobien.  Ce  système  étant  iacobien  les  conditions 
suivantes  doivent  avoir  lieu 

j  «î  _  «i  +  y"  (\<  «*  _  \*w\  =  0 

/ 

(  v  =  m  -+-  i ,  . . .,  m  -h  n); 

h,  i  prenant  toutes  les  valeurs  distinctes  de  i  à  m. 

Soient  smM,   r,„_2.  ...,   zm+n  des  fonctions    de  variables   indépen- 
dantes ',,  .'•_, i',n~m  l'expression 
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1  ' tant  une  transformation  infinitésimale  |  '  )  que  les  équations  i  •  i  ad- 
mettent. Les  fonctions  ;  satisfont  aux  conditions  |  -'  | 

(5)  <  àxh  —        '■  dxk 

(  (A  =  i ,  2,  . . .,  m;  v  =  m  -+- 1 ///  -+-  n  i. 

où  l'on  a  posé 


l  =  m  +  \ 


Ainsi,  pour  calculer  les  n  fonctions  z,  nous  avons  un  système  de 
mu  équations  (  5)  aux  dérivées  partielles  qu'il  est  aisé  d'intégrer.  En 
effet,  comme  je  l'ai  montré  dans  ma  Note  :  Élude  sur  les  intégrales 
d'un  système  des  équations  différentielles  aux  dérivées  partielles 
île  plusieurs  fonctions  inconnues  (3),  l'intégration  de  ce  système 
revient  à  intégrer  un  système 

(6)  ihf  =  (X*  +  Zh)f  =  o  ( h  =  r ,  2 m) 

aux  dérivées  partielles,  où  nous  représentons  symboliquement  par  //' 
l'opération 


i.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  système  (6),  étant  jacobien,   adme! 
■in  intégrales  distinctes.  En  effet, 

,  ;y,  #/)  =  (  xy,  X'f)  +  (X*/>Z'/)  +  *  zy,  \7')  -  i  zy,  /  /  ». 


('  )  Jordan,  Cours  >t'  Inalyse,  t.  III,  p.  8o. 
(-)  Jordan,  Cours  d'Analyse,  t.  III,  p.  84- 

(3)  Journal  de  Liouville;  is<c- 
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Mais  on  a 

(X*/,X'/)  =  o, 

(xy,zy)H-(ZY,X'/)  +  (zy5z7)=  2    2  L*<*<£' 

où  l'on  a  posé 

_  d'-xï  _    d*-xi,     _  "y  /x,   j'-x*  _  x/,  <j;x;,     |  t;\;,  jxff      >;x*  oxi 

''       d.r,d.r,       dj/tO.r,         ^d   \    p  dxpô.r,       '  P dxpdxt        d.v,   <Àr,,        ôx,  dxp 

P  =  m  +  \ 

En  différentiant  les  égalités  (/j)  par  rapport  aux  variables  xm+i, 
xm+2,  . . .,  #,„+.„,  nous  avons 

L(-/  =  o,         v  =  m  -+- 1 ,  . . ; . ,  m  ■+■  n,  l  =  m-hi,...,m  +  n. 

Il  s'ensuit 

W,  **/)  =  <>, 

le  système  (G)  étant  jacobien.  Ses  intégrales  distinctes  étant  au  nombre 
de  2  n 

la  solution  générale  des  équations  (5)  est 

~.(?.>  ?2J  •■■>  ?2«)  =  °>  *  =  i,  2,  ....  n, 

~s  étant  des  fonctions  arbitraires  distinctes.  .Mais,  comme  il  est  connu, 
les  fonctions  m  sont  définies  par  les  intégrales  du  système  aux  différen- 
tielles totales 


1  rfar*-2xî^*=°»  J 

<£zA  —  2  z*^  =  °'    ] 


(7)  '  >Ar  =  m  +  i,...,m  +  n, 


dont  les  n  premières  équations  présentent  les  équations  (2). 


(8) 
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■'»•  <  »ii  voit  aisémenl  que  le  problème  du  calcul  des  transformations 
infinitésimales  que  les  équations  i  2  1  admettenl  esl  déjà  résolu  chaque 
fuis  que  l'on  peut  trouver  n  solutions  des  équations  <  7  1  distinctes  par 
rapport  aux  variables  z.  Mais  évidemment  de  pareils  cas  ne  se  pré- 
sentent que  pour  des  valeurs  exceptionnelles  des  fondions  Y". 

(î.   Soit,  par  exemple, 

'/"  y ,.  dy  f/"-1  y  . 

■J  (;''•. v-  ,77.'  •••'  ,77xr,  ) 

une  équation  différentielle, /étant  une  fonction  homogène  du  degré  1 
par  rapport  à  y  et  à  ses  dérivées.  Remplaçons  cette  équation  par  le 
-n  stème  simultané 

dy  =  ',       'iy  =  v  OU  _  f 

dx       ■>   '  dx        *  '  "'•'  dx     ~  h 

Les  équations  (7)  prennent  dans  ce  cas  la  forme 

I    dy—y'dx  =  o,         dy'—y"dx  =  o,  ....         dy"~t  —  fdx  = 

{  ds2  —  z3dx  =  o,         dz3  —  z  .dx  =  o,         ...,         dza+l  —  Zd.r  = 

où  l'on  a  posé 


z=2*#r    y'=r- 


La  fonction /étant  homogène,  on  a 

11  s'ensuit  qu'en  vertu  des  n  premières  équations  |  8  1  les  «  dernières 
admettent  des  solutions 

zt=yt-2,         /=a,  3,  ...,  «  +  1. 
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